13. Ders
Merkezi Limit Teoremleri

Buyuk sayilar kanunlari rasgele degiskenlerin (X,) dizisinde
Sh = X1+ Xo +.. .4+ Xn
kismi toplamlarina dayali,

Yn = Sn/n
ortalamalarinin (X,) dizisi icin,
Xn 2 E(X1)
yakinsamasini ifade etmektedir.
_ S -EGS)

[Var(S,)

olmak uzere, Merkezi limit teoremleri, (Y,) dizisinin dagilimda yakinsamasi ile ilgilidir.
Bazi (X,) dizileri icin (Yy) dizileri dagilimda, dagilhm fonksiyonu,

X
1 en
F(X) =| ——=e7"=dx
) f Yo
olan dagihma yakinsamaktadir. Bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,
f(x) = Ll e¥2  _pox<w

J2n

karakteristik fonksiyonu,

Ox(t) = et2  teR
beklenen degeri 0, varyansi 1 olmak Gizere, kendisine standart normal dagilim denir ve
N(0, 1) biciminde gosterilir. Bu kisimda N(0, 1) dagilimina sahip rasgele degisken Z harfi
ile gosterilecektir. Buna gore, u € R, 62 € (0,) i¢in X = 6Z + u rasgele degiskeninin
beklenen degeri E(X) = u, varyansi Var(X) = o2 olmak Uizere, olasilik yogunluk
fonksiyonu,

1 (X— 1] )2
IX( ) p— 2 Y S
ve karakteristik Ionksiyonu,
o’t?

w® =€ 2 teR

dir. Bu dagilima u ortalamali ve o2 varyansh normal dagilim denir ve N(u,c?) ile
gosterilir. Bu kitapta ilk defa belli bir dagilimin ismi zikredilmis oldu. Kitabin baslica
amaci olasilik ve istatistik ile ilk kez kargilasanlar icin temel kavramlari, 6zellikle rasgele
degisken kavramini tanitmak oldugundan, dagilimlarin tanimlamalari ve
isimlendirilmeleri yapilmadi. Merkezi limit teoreminde kargimiza ¢ikan N(O, 1) dagihmi,
baska yollardan da karsimiza cikabilir. Ornegin sifir ortalamali ve bir varyansh dagilimlar
arasinda en kucuk entropiye sahip dagilim N(O,1) dir. N(0,1) dagilimi ilk olarak
DeMoivre, Laplace ve Gauss tarafindan fark edilmistir.



Teorem: (Lindeberg-Levy Teoremi) (X,) dizisi sifir ortalamali, bir varyansli bagimsiz ve
ayni dagihmli rasgele degiskenlerin bir dizisi ise,

S 9z

Jn
dir.

ispat: S, = Y1+ Y2+...+Y, olmak Uizere,
D5, (1) = [Px,(D]" ,teR

ve
n
t t
o0 =08 ) = [ 235 )
yazilabilir.
Tt iIE(X1) t iZE(Xz)ﬁ iSE(X3) 3
@xl(ﬁ>—l+ 10 m+ S T A n%+
1 1 IEX®) g8
oot T 2
olmak Uzere,
_ 14 iIEQC) 3 "
Poyn® = [ 1- - EEOL
ve
i 1. IEX) "oz
LLrg (1 2nt T +... | =€z
yani,
N—oo
oldugundan,
S, d
~n 57
Jn
olup, teorem ispatlanmistir.
Sn = nYn
olmak Uzere,
/X, 5z
dir.

Bagimsiz ve ayni dagilimh rasgele degiskenlerin (V) dizisiigin E(Vn) = u,
Var(Vy) = 62 < 0, n = 1,2,... oldugunda,



xn - o 1 n= 1121
Xo= B o132
ve
S Xy 5z
olmak Uzere,
Vo —u d
_n 2 357
ol /n
dir.

Ozetlersek, ikinci momentleri mevcut bagimsiz ve ayni dagilimli rasgele
degiskenlerin (Xp) dizisi igin,
Xn—p d
—Z
ol /n

yani,

i M< — <
(<3

t

1 ~72/2

=| —e?%%dz
_-[ J2n

dir. DeMoivre-Laplace teoremi bu sonuctan elde edilebilir.

Xn, N =1,2,... rasgele degiskenlerinin karakteristik fonksiyonu igin f |Dx, (1)] <
Ozelligi de saglaniyorsa Sy/,/n rasgele degiskenlerin olasilik(yogunluk) fonksiyonlarinin
degerleri de standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun degerlerine
yakinsadigi, yani

TG —J;_n e X2

oldugu ispatlanabilir.

Teorem: (Liapunov Teoremi ) (X,) dizisi, bagimsiz rasgele degiskenlerin, E(Yi) = ui,
Var(Xi) = o2, Bi = EXi — i < o0, i = 1,2,... ve

(ﬁ: ﬁi)
i=1 — n:fO 0
()

JVar(sy)

olan bir dizi ise,

dir.



Teorem:(Lindeberg -Feller Teoremi ) (Xn) bagimsiz rasgele degis-kenlerin bir dizisi
olmak uzere, her ¢ > Oigin,

T;?f JVvars, ve /Var(Sy)

olmasi icin gerek ve yeter sart

n

vae 2| ] etk |
D \Urmbevars,

olmasidir. (Buradaki integral bir Riemann-Stieltjes integralidir.)

Teorem :(Xn) bagimsiz ve ayni dagihmli, E(X,) = p, Var(Xp) = 62 < o, n = 1,2,... olan
rasgele degiskenlerin bir dizisi, (V,) tam sayi degerler alan rasgele degiskenlerin bir
dizisi, oyleki (an) pozitif sayilarin,

lim a, = ©

N—oo

olan bir dizisi olmak tzere, ¢ (c < %) pozitif sabiti igin,

olsun. O zaman,

dir.

Teorem: n=12,...i¢cin E(Xy) =0, Var(X,) = 1 olmak lzere, (X,) bagimsiz ve ayni
dagilimh rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. Bu dagilimin ®(t) karakteristik fonksiyonu
mutlak integrallenebilir, yani

j D(t) [dt < oo

ise, (/N X,) dizisindeki ,/n X, rasgele degiskenlerin olasilik (yogunluk) fonksiyonlarinin
dizisi duzgun olarak standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonuna yakinsar,
yani dizgun olarak,

Lim f ax(X) = —Ll %2 ycR

J2r
dir.

Yukaridaki teoremlerin ispatlari kitaplarda bulunabilir.

(Xn) bagimsiz ve ayni dagilimh (E(Xi) = p,Var(Xi) = 62 <, i = 1,2,...) olan
rasgele degiskenlerin bir dizisi oldugunda,



yani,
[imP(Yp,<t)=P(Z<t) ,teR

N—oo

Buyudk n’ler icin,

Xn: Xi — E( n Xi>
1 i=1 <t [=P(Z<1)

Var (f: Xi> l

P(Ma) <t)=PZ<t)

ol /n
dir.
Ornek: Xi,Xz,...Xn,... dizisindeki rasgele degiskenler bagimsiz ve herbiri, olasilik

yogunluk fonksiyonu,
1 1
fx) = , D0<x<
0, d.y.

olan dagilima sahip olsun. Bu dagilimin beklenen degeri /2 ve varyansi 1/12 olmak
uzere,

Jn(Xn-12) % z
ve blyuk n ler igin,
P(V/1n(X,-12) <t) ~P(Z<t) ,teR

dir. Ornegin (0,1) arahigindaki reel sayilardan "rasgele 27 tane sayi cekilirse" bunlarin
ortalamasinin 0.45 ile 0.55 arasinda olmasi olasiligi yaklasik olarak,

P(0,45 < X27 < 0,55) = P(X2 < 0,55) — P(X < 0,45)

= P(J12x 27 (X7~ 0,5) < y12x 27(0.55-0.5) )
—P(J12x 27 (X27-0,5) < y12x 27(0.45-0.5))
~P(Z<1.8) -P(Z<-1.8) =0.722
dir.

Ornek :Diizgiin bir paranin ardarda atiimasi deneyinde X, bir atista gelen tura sayisi
olmak Uzere,



o= (3)(3)" x-oa

n
ve Y X, n atista gelen tura sayisi olmak uzere,

i=1
P(Enl X; =x> - (Q)(%)", x=0,12....n
i=1

n
dir. X, =) Xi/n rasgele degiskeninin aldigi degerler,

i1

Xn=0,1n2/n,...,1
olmak Uzere, bu degerleri almasi olasiligi,
v kY _ (n\/1\" | _
P(xo = %)= (M)(%) k=012...n
dir. Merkezi limit teoreminden,
2/A(Xn-12) % Z

2 (5w o) @
ﬁ(Zx. n/2> Z

i=1
ve blyuk nler icin,

dir. Buna gore 100 atigta gelen tura sayisinin 56 dan az olmasi olasiligi igin,

n
P(Z Xi < 55) ~P(Z< 1) = 0.8413
i=1

dir.

Problemler

1. (Xn) bagimsiz ve ayni dagilimh <y ortalamali ve 62 < © varyansh) rasgele
degigkenlerin bir dizisi olmak Uzere,

an (Xi _Yn)2
@, = = — P o2
ve
Xo—pu _ JMKn-p) d
Shalyn 2": (X — X2

i=1

n-1



oldugunu gosteriniz.

a) Duzgun bir zar 100 defa atildiginda en az 20 kez 6 gelmesi olasiligi nedir?

b) Duzgun bir zar 100 defa atildiginda gelen sayilarin toplaminin 360 dan buyuk
olmasi olasiligi nedir?

8. Belli bir tir elektronik parc¢a icin yil olarak dayanma suresinin (X) olasilik yogunluk

fonksiyonu,
—X
f(x) = e* , x>0
0o , dy.

oldugu bilinmektedir.

a) Boyle 100 parcanin toplam dayanma suresinin en az 110 yil olmasi olasihgi
nedir?

b) Boyle 100 parcadan en az 50 tanesinin dayanma suresinin 1 yildan fazla olmasi
olasilhigl nedir?



