6. Ders
BEKLENEN DEGER

Tanim: X, bir rasgele degiskenve g : R — R, VB € %B(R) i¢in {x : g(x) € B} € B(R)
Ozelligine sahip bir fonksiyon olmak utzere:

i) Xkesiklive Y [g(X)[f(x) < « oldugunda,

E(9(X)) =22 9()f(x)

i) Xsureklive | [g(x)[f(x)dx < o oldugunda,

—00
o0

E(90¥) = g0of(xdx

—00

degerine g(X) in beklenen degeri denir.

Ornek: X rasgele degiskenin olasilik fonksiyonu,
f(x) = % x=12,...
ve
1 2%
9x) = (-1 5

olmak Uzere, g(X) in beklenen degerini arastiralim.

> 0000 =3 |12
X o

1
2X

x=1

oldugundan, Tanim 4.1.1 deki >_ [g(x)[f(x) < o olma sarti saglanmamaktadir. Bu
X

sebeple, gercekte var olan,

- X © o ayx+l
Z a0 2 (1§ 3 % D

x=1

X=
sayisina g(X) in beklenen degeri diyemeyiz. Béyle durumlarda g(X) in beklenen degeri
yoktur denir. Bundan sonraki kisimlarda E(g(X)) degeri s6zkonusu oldugunda aksi
belirtimedikge g(X) in beklenen degerinin var oldugunu kabul edecegiz.

Tanim: X bir rasgele degisken, ¢ € R ve k bir dogal say! olmak tzere:



a) E[(X-c)*] degerine X in c ye gore k inci momenti,

b) E(XK) degerine X in k inci momenti,

c) E(X) degerine X in beklenen degeri,

d) E[(X-EX)?] degerine Xin varyansi,

e) EX(X-1)(X-2)---(X-k+1)] degerine X in kinci carpimsal momenti denir.

Alisagelmis olarak bir X rasgele degiskenin beklenen degeri ux veya sadece p,
varyansi ise Var(X), o% veya sadece o2 ile de gosterilmektedir. Varyansin karekokiine
standart sapma denir ve bir X rasgele degiskenin standart sapmasi ox veya sadece o ile
gosterilir.

Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,

X* , x>1
f(x) =
o , dy.

olsun. X in beklenen degeri,

E(X) =] x x 3xtdx = 3{—‘22 -3
1

1
ve varyansi,

Var(X) =]j (x— %)2 x 3x~4dX = (—3x—1 n % X2 _ % x—3> XTl: %

olarak bulunur.

o0

a > 3igin j x*3x~*dx integrali Iraksak oldugundan X rasgele degiskenin 3 ve 3 den

1
buyik olan momentleri yoktur.

Teorem: gi:R—>R,i=12,...,n, VB € B(R) icin {x : gi(X) € B} € B(R) olmak
n

uzere, E(gi(X)), i = 1,2,...,n beklenen degerleri varsa, Y_ gi(X) in beklenen degeri
i=1

vardir ve

a) E(Zn: gi(X)> =Zn: E(@i (X))

i=1 i=1



b) a,b € R olmak Uzere,
E(aX+b) = aE(X) +b, Var(axX+b) = a?Var(X)
c) mx = E(XY), ue = EXX—p)¥, k= 1,2,... olmak Uzere,

=3 D) et
i=0

k
= (e
i=0
ve Ozel olarak,

Var(X) = uz = mp — p? = E(X?) — (EX)?
dir.

ispat :(Odev)

Teorem: 0 < h < t olmak lizere |X|' nin beklenen degeri varsa |X|" nin de beklenen
degeri vardir.

Ispat: ispati X in sirekli olmasi hali icin verelim.

j () dx = j IX[PF(x)dx + j X[ (x)dx

- [x|"<1 [x|">1

< I f(x)dx+J- IX|'f(x)dx

x|"<1 x|">1

< P(X[" < 1) + EX|' <

Xin kesikli olmasi durumunda ispat yukaridakine benzer yolda yapilabilir.

Teorem: Negatif degerler almayan bir X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu F
olsun. Eger X in beklenen degeri varsa

E(X) :j (1- F(x))dx
0

dir. Esitligin sag tarafindaki integralin yakinsak olmasi halinde X in beklenen degeri
vardir.

ispat: Ik énce X in siirekli rasgele degisken olmasi durumunu ele alalim. X negatif
degerler almayan, dagilim fonksiyonu F, olasilik yogunluk fonksiyonu f ve beklenen
degeri var (E[X| = E(X) < o) olan bir rasgele degisken olsun. O zaman,



E(X) :j xf()dx =lim

N—o0

J. xf(x)dx
0 0
ve

|imj xf(x)dx = 0

N—oo

dir. Kismi integrasyon sonucu
n

j xf(x)dx = nF(n) —j F(x)dx = —n(1 - F(n)) +j (1- F(x))dx
0 0 0
elde edilir. Diger taraftan,

0<n(l-FM)=n j f(x)dx <j xf(x)dx

olmasi sebebiyle,
[imn(1-Fn)) =0

N—oo

dir. Boylece,

N—oo

E(X) =|imj xf(x)dx :Iimj (1- F(x))dx
0 0

=[ (@-Fe0)dx
0
elde edilir. Teoremin geri kalan kismini ispatlamak igin,

j (1- F())dx < o
0
oldugunu varsayalim. O zaman,

[ xfoodx <[ (1 - Foo)dx <[ (1 Fx)dx < o0
0 0 0
ve boylece,

n n
EX| =lim [ if(dx =lim [ xf(x)dx < oo
N—o0 N—o0
0 0

dir.
Simdi X rasgele degigkenin kesikli olmasi durumunu ele alalim. X rasgele degiskenin
olasilik fonksiyonu f olmak tzere

E(X) :Z Xjf(Xj) <
j=1

olsun. Her n pozitif tamsayisi igin,



j(l F(x))dx f] j P(X > x)dx

k=1(k-1)/n

ve P(X > x), x e gore artmayan oIdugundan

ZP<X> h) j(l Foo)dx < L ZP<X> )

yazilabilir.
1y kY _ 1 5% pf j+1
k=1 k=1j=k
-1 ¥ w-vp(EFt <x< k)
k=2

kp(kql 1<x<k>2 Pkl <

3|7\_
N

5> 1.8 i) - 2P(X> L)

-y k f(xj)—%|: ¥ )+ P(X> %)]

<1
O<xi<+

>y & Xif(x) — &

ve benzer yoldan,
F X p(x> ) e+ d
k=1
oldugu gosterilebilir. Buradan

EX) - & <[ (- Feo)dx < E) + &

0

yazilabilir. n — oo i¢in limit alindiginda E(X) =j (1-F(x))dx elde edilir.l
0

Teorem: Bir Xrasgele degiskenin beklenen deg@erinin var olmasi i¢in gerek ve yeter



0 0
sart j P(X < x)dx ve j P(X > x)dx integrallerinin her ikisinin de yakinsak olmasidir. Bu
o 0
durumda
0

EX) =[ POX> x)dx - [ P(X < x)dx
0 —o0

dir.
ispat: (Odev)

Ornek : X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,

ex® | x>-3

f(x) =
o , dy.

olsun. X in beklenen degeri vardir ve,

E(X) = j xe*-3dx

-3

o0
o0
=-xe*3 | + I e 3dx

-3 _3

x-3 @
-2

3
dir. Simdi X in beklenen degerini Teorem 4.1.4 deki yoldan hesaplayalim.

0 , X<-=-3

= — lim X -3+ &
Vo +3 _1 _|

F(x) =P(X<X) =

olmak Uzere,



© 0
am=IWX>mm—IWXSmm

0 —o0

© 0
=[ (- Fe0)dx - Fdx
0

—00

0 -3 0

=I e‘“dx—j de—J. 1-e*3)dx = -2
0 —o0 -3
elde edilir.
‘F{'Il Fix)
P~ AT
-3 -2 -1 I -3-2 -1 I

Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik fonksiyonu
f(x) = /6, x=-2,-1,0,1,2,3

olsun.
3
E(X) =) xf(x) = 1/2
X=—2
olmak uzere, bu degeri Teoremdeki yoldan hesaplayalim.
(0, x<-2
6 , -2<x<-1
26, -1<x<0
Fx)=< 36 , 0<x<1
46 , 1<x<2
56 , 2<x<3
1 X>3
N

olmak Uzere,



© 0
E(X) :j (1- F(x))dx —f F(x)dx

O —00

1 2 3
=[ (1 -3B)dx+[ (1-46)ax+| (1-5/6)dx+
0 1 2

-2

+T de—J. Odx —_jl 1/6dx —} 2/60lx = %

3 —0 -2 -1
elde edilir.

fcx)

Ornek : X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
X2

f(x) = J;_ﬂe_7, —0 < X< ®

olsun. n = 1,2,... icin E(X") degerlerini hesaplayalim.



0 2

E(X") =I x”ﬁe 2 dx

) x_2 © x_2
__1 I xe 2 dx +I x"e 2 dx

dir.n=1,3,5,... i¢gin,

n = 2igin,

n = 4igin,

Jor | - ;
[ o X2 © X2
- 1 I(—x)”e_7dx+j x”e7dx:|
1/% L0 0
4 2 OJ? _X_2
xXe 2dx , n=2k k=1,2,...
= < ‘/E 0
L 0 , n=2k-1,k=1,2,...
( 2 OJ? n-1
y eYdy , n=2k k=1,2,...
=< J2n 0
L 0 , n=2k-1,k=1,2,...
n
22 n+1 _ _
) —ﬁr( L ) on=2k k=12
0 , n=2k-1, k=1,2,...
E(X") =0

23
- £(3-9r(3-9)
()



Nojwo

o - Z(3) - £ 4Ar(3) -5

elde edilir.

Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,

X
%e 0 , x>0(0>0)

f(x) =
0 , dy.

olsun.n = 1,2,... igin

0

E(X") =I x“%e‘%dx = 0" I y"eVdy

0 0

=0"T'(n+1)

dir. n = 1igin,
E(XX) =06

n = 2igin,

E(X?) = 02T'(3) = 262
ve

Var(X) = E(X?) — (EX)? = 202 - 92 = 92

elde edilir.

Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik fonksiyonu,

f(x) = % x=012.., (A>0)

olsun. X in beklenen degeri,

—A 9 X i —A 9 X
E(X) _Z e A _Z xex!/l

x=0 x=1

= e 2 1)| = e Z

- A A2 A"
—/’Le*<1+T+7+ +n—!+--->

=1

dir.
X? = X(X - 1) + X ifadesinden faydalanarak,



E(X?) = E[X(X - 1)] + E(X)

2 X(X—1)e X
=> Xx=DerA” x!) +2

x=0

_ ZOC: X(X — 1)e* )X

] + A
X=2
et )X
Z x—21 4

X_
— e*)2 Z (x;t > iy

- 1%t 3 A

x=0

=A%+
elde edilir. Buradan,
Var(X) = E(X?) — (EX)% = 4
bulunur.

Ornek: Bir giinde 5 parca igleyen bir torna makinasi icin kusursuz olarak isledigi
parcalarin sayisi X olsun. X in olasilik fonksiyonu,

0=(3)(2) (L), x=012345

dir. islenmemis parcanin alis degeri a, isleme masrafi b, kusurlu islenmis parcanin
hurda degeri c ve kusursuz islenmis pargcanin satig degeri d olmak tzere gunlik
kazancin beklenen degeri nedir?

K rasgele degiskeni gunlik kazanci géstermek tzere,

K =-5(a+b)+(5-x)c+Xd
olarak ifade edilebilir. E(X) = 4 oldugu g6z 6niine alinirsa
E(K) =-5(a+b)+(5-EX)xc+EXxd

=-5(@+b)+c+4d

=4d+c—-5(a+b)
elde edilir.



KARAKTERISTIK FONKSIYONLAR

Tanim: X bir rasgele degisken olmak Uzere,
Dy (t) = E(e™) = E(cos(tX) + iE(sin(tX)) ,te R
fonksiyonuna X in karakteristik fonksiyonu denir.

|e™| = 1 oldugundan E(e'*) beklenen degeri her X igin mevcuttur, yani her rasgele
degiskenin karakteristik fonksiyonu vardir.

Ornek: Xrasgele degiskeni ¢ (c € R) noktasinda yogunlasmis dagilima sahip
oldugunda,

Dx(t) = E(€™) = Y e™f(x) = e, te R

dir. ¢ = 0igin ®x(t) = 1dir.

Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik fonksiyonu,
f) = L, x=1,23456

Ey
olmak Uzere,
Dx(t) = E(e™ =D e™(x),t e R
X
_ At 1oty Azt 1o gt Ao asit, A it
—6e+6e +6e +6e +6e +6e
dir.

Ornek: X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,

L X
=4 p¢ x>0
0 , d.y.

olmak Uzere,
Dy (t) = E(e™) = Ie‘tX%e‘V9dx
0

=@A-it)y L teR
dir.



Teorem: Xrasgele degiskenin karakteristik fonksiyonu ®x olmak Uzere,
a) ox(0) =1
b) [Px(t)|<1,teR
c) ®x dizgun surekli,
d) Daxp(t) = €Pdy(ta), t € R, (ave b sabit)
dir.
ispat:
a) Ox(t) = E(€™) olmak lizere ®x(0) = E(1) = 1dir.

b) |Dx(t)| = |[Ee™| < Eg™]|=E(1) =1

[Dx(t+ h) — Ox(t)| = [E(ENX — giX))|
= IE[eitX(eihX _ 1):“

< EleitX(eihX _ 1)| _ Eleihx _ 1|

Xin surekli rasgele degisken oldugunu varsayalim. O zaman

[Dx(t+ h) — Ox ()] < j|eihx — 1[f(x)dx

-00

dir. € > 0icin, yeterince buyik M > 0 sayisi

€
j fogdx < <
[XI>M

olacak sekilde alinirsa,

M
Ox(t+h) - ox®)] < [ ™ - 1f9dx+2 [ fdx < e

-M e M|

olur (h sadece €’'a baghdir). ®x diizgun sureklidir.



Xin kesikli olmasi durumunda integral yerine toplam isareti gelecektir.

d)
q)ax+b(t) _ E(eit(ax+b)) _ E(eitbeitaX) _ eith(eitaX)

= e”bd)x(ta)

Teorem: Bir rasgele degiskenin n. momenti varsa, k < nigin

dX _ k(YK
Ox(t)]o = I"E(X

otk x(Dl-o (X

dir.

ispat: k=1,2,....n igin
D IXKIf(X) < oo

[E(Xe"™)| < E[X|= P
j IKIF()dx < oo

—00

dir.

M_Q iy _ ¢ d qitxy _ i itx

@ th(e ) = E(dte ) = IE(Xe'"™)

ddy(t) . i

d—t)‘(< = iKE(Xke™), (k < n)
olmak tzere

k
LB 1o = k0, (k<

dir.

Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik fonksiyonu

f(x) = e;,/l x=012 ...

olmak Uzere



Dx(t) = E(E™)

itx A)‘x
2 e e
o 0 (/leit)x
-° z% x!

_ e_/l e/le“

— gMe'-D
dir. Buradan,
iE(X) = c1>x(t)|t o = irelter@ D] 5 =i

i?E(X?) = dt2 (DX(t)ltO [i22€1teE'D 4 (irelt)2eX®' D | o

=i%(A+ 12

Teorem: Bir Xrasgele deg@iskenin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f, dagilim fonksiyonu
F ve karakteristik fonksiyonu ® olmak tzere:

i) XpX2 € R, (X1 < X2) noktalarinda F surekli ise

itxy _ e—itxz

= D(t)dt

Fx2) = FOu) =lim 5= jl e

T—»OO

i) X surekli bir rasgele degisken ise,

]
f0) =limlim L | 1_it—ﬁ_me“x®(t)dt
T

h—0T—o0 2

ve [l < o ise,

) = 2L [ °° e ()t

iii) X kesikli rasgele degisken ise,

(9 =lim 2L j e XD (t)dt

T— T



dir.

Bu teoremin ispati burada yapilmayacaktir. Teoremin sonucu olarak dagilim
fonksiyonlarin kiimesi ile karakteristik fonksiyonlarin kiimesi arasinda bire-bir esleme
yapilabilecegi soylenebilir. Simdi karakteristik fonksiyonlarin kiimesini belirleyen
Bochner-Khincin teoremini ispatsiz olarak verelim.

Teorem: (Bochner -KhinchinTeoremi )

C kompleks sayilarin kiimesi olmak tzere bir ® : R — C fonksiyonu surekli ve
®(0) = 1 olsun. @ nin karakteristik fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter sart her
ti,to,...,th € Rve her cy,Cy,...,ch € C, n e Nigin

n n
22 Dt~ )Tk = 0
k=1 j=1

olmasidir.(Burada T, c nin eslenigi olan kompleks sayidir, yanic = a+biise T =a-ib
dir.)

Ornek: @(t) = €%, ¢ € R karakteristik fonksiyonuna karsilik gelen dagiim nedir?

X1 < X2 |(;|n
1 eitX]_ _ eith ict
F(x2) — F(x1) = I|m N~ .[—it e'“dt
-T
T L elt(C—Xl) _ e|t(c—xz)
B P—r»g 2r I dt
T - -
_ Iimiji sint(c — x1) — sint(c — x2) ot
T—w 27 t
-T
T
a1 [ Sint(c—x1) —sint(c - x2)
~lim % | i dt
0
olmak uzere,
T 1
jim L [Snatg - J 2 - a>0
m T t dt = 1
T—w 0 —5 , a< 0

oldugu g6z 6ndne alinirsa,

X1,X2 < Cigin



FO) —F(xa) = 3 -3 =0

X1,X2 > Cigin

H
|
T
(==
Nt
Il
o

Fx2) —F(x1) = -5
X1 < € < X2 igin
FO) —FOw) = 5 - (-5) = 1
dir. Dagilim fonksiyonunun 6zelliklerinden,

0, Xx2<cC
1, x2>c¢

F(xo) = lim [F(xz) ~F(x)] = {

bulunur. Bu dagilim fonksiyonu ¢ noktasinda yogunlasmis dagilima aittir.
Simdi ayni problemde, karakteristik fonksiyonun bir kesikli dagilima kargilik geldigini
bildigimizi varsayalim. Buna gore,
T
_lim L SitX it
00 = im 5 [ & e
-T

.
— lim -L [ aitc
lim L= [ eteodt
-T

-
1 , X=¢C
R lim L €' 1 X # C
T 2T i(C—X) o '
/
1 , X=¢C
= < .
. 8SinT(x-c¢)
lim —————~ , x=+¢cC
g T—o T(X_C)

3 1, x=c¢
0, x+c

Ornek 4.2.6 ®(t) = e*’2, karakteristik fonksiyonu surekli bir dagilima karsilik
gelmektedir. Bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu Teorem 4.2.3 yardimiyla
bulmaya calisalim.

bulunur.



0

[lowdt = [ et = y2r <o

—00 —0o0

olmak Uzere

L —itx
o je D(t)dt

—00

f(x)

o0

1 J~ e—%(t2+2itx) ot

2

—00

1.7 1 ...
i—zx —2(t+|x)
5. € Ie dt

—00

dir.

Karakteristik fonksiyon esasinda bir Fourier dontisumudur. Matematik analizde ters
Fourier dontgumleri genis bir sekilde ele alinmaktadir. Fourier dontusumleri ile ilgili hazir
formuller iceren tablolar hazirlanmistir. Burada bunlara deginmeyecegiz.

URETICI FONKSIYONLAR

Bu kisimda momentlerin hesaplanmasinda kolaylik saglayan bazi fonksiyonlar ele
alinacaktir.

Tanim: X bir rasgele degisken olmak tzere (var olmasi halinde),
Mx(t) = E(e¥), —h<t<h, (h>0)
fonksiyonuna X ’in moment dreten (moment ¢ikaran) fonksiyonu denir.
Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
] > 1
fx)=4 17
0O , dy.

olsun. ¥V t > 0Oigin,



e tx
- > (x>1
2 2 ( )

ve IX_ldX integrali iraksak oldugundan,
1
P t
E(e™) = Ii—:dx

1
integrali iraksaktir, yani t > 0 icin E(e™) beklenen degeri mevcut degildir. X in moment
ureten fonksiyonu yoktur.
Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(x) = e*x , x>0
0 , dy.

I eXeXdx = I et=Dxdy
0 0

olsun.

integrali t < 1igin yakinsak oldugundan, Mx(t) vardir ve
Mx(t) = _[ e*e*dx
0

e(t—l)x

= |
t-1 |

1-H1, -1<t<1
dir.

Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik fonksiyonu,

f(x) = e;,/l Xx=012.. (A>0)

olsun. vt € Rigin

© Atx ) X
Z e’e

serisi yakinsak oldugundan

—eeD teR
dir.



Eger bir X rasgele degiskenin moment Ureten fonksiyonu varsa,
Mx(it) = @x(t)

dir. Dolayisiyla moment Ureten fonksiyonlar da olasilik dagilhimlarini tek bigcimde
belirlemektedir.
Bir X rasgele degiskenin moment treten fonksiyonu,

Mx(t) = e®D — e‘li ex

ise X in olasilik fonksiyonu
f(x) = , Xx=0,1,2,.
dir.
Bir X rasgele degiskenin moment ureten fonksiyonu varsa,
dt“ Mx(t)lt o=EX"),n=12.
dir.

Ornek: Mx(t) = e*€D t € R olmak lizere

E(X) = dMX(t) AMX® |~ retert Dl = 4
dZMx(t)
E(X?) = T|t=0

[/lete/l(e‘—l) + (/’Let) Ze/l(e‘—l)] |t:0

=A1+22
elde edilir.

Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 a—1A—X
——Xx%1eX | X>0,a>0
fox) = < (@)
0 , d.y.
olsun.
Myx(t) = j oM le-0xdy = (1— 1), t < 1
olmak Uzere
E(X") = dt“ (1—t) o = ala+1)---(a + (N—1))

dir.

Bir X rasgele degiskenin moment treten fonksiyonu var olsun.



Kn = 9= (InMx(®)}o, N = 1,2, ...

Tt
sayllarina X in n. dereceden kimulanti denir.
Ornegin,
Mx(0)
Ky = % = E(X
1My~
Mx(0)Mx(0) — [Mx(0)]?
Ky, = —X X = E(X?) - (EX)? = Var(X
2 IMx(0)]2 (X)) = (EX) (X)

Ks = E(X3) — 3E(X?)EX + 2(EX)3

Ks = E(X*) — 4E(X®)EX — 3(EX?)? + 12E(X?)(EX)? — 6(EX)*
dir.

Ornek: Mx(t) = €D, t € R olsun. Kimilantlar,
n

= 2€'|io

=A,n=12,...
dir.

Tanim: {t € R : E(tX) < oo} kiimesinde tanimli
Nx(t) = E(t*)
fonksiyonuna X in ¢carpimsal moment ureten fonksiyonu denir. Eger k = 1,2,...n igin,

LFIEM)] = B[S )]
oluyorsa,
%Nx(t)hzl — EX(X-1)--(X-n+1],n=12,...

dir.

Ornek: Mx(t) = eX¢-D t ¢ R moment lireten fonksiyona sahip rasgele degisken icin,



Nx(t) = 3 0 €A%

x=0 x!
e ()X
€ Xz:% x!
=eM D teR
olmak uzere,
EO) = - Nx(Olo = 26/ D)y = 2
E[X(X—1)] = A2eXtD]; = 72
ve
E[X(X - 1)(x -n+ 1)] = lne/l(t_l)lhl = AN
dir.

Ornek: Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(x) = e*x , x>0
0 , dy.

olsun.
Nx(t) = I tXe*dx
0
_ e\ ™
= (&) "
0
- j ent-Dxgy Int < 1
0
=1-InHh 1 0<t<e
olmak tzere
E(X) = -1(1 - Int)2(t )| = -1
EIX(X-1] =21-Int)31t2) + (A -Int)2(t?)|1 = 3
dir.

X rasgele degiskeni kesikli ve aldigi degerler x = 0,1,2,... oldugunda
Nx(t) = D oot ftk 1
x=0

fonksiyonuna ayni zamanda olasilik Greten fonksiyon da denir.



COK DEGISKENLI DAGILIMLARDA BEKLENEN DEGER

Tanim: (X1,Xaz,...,Xn) bir rasgele vektor ve
g:R"—> R , VBe B(R)
fonksiyonu,
{(X1,X2,...,%Xn) : 9(X1,X2,...,Xn) € B} € B(R")
Ozellegine sahip bir fonksiyon olmak tzere,

) (X1,X2,..,Xn) kesikli, > |g(X1,...,,Xn)[f(X1,...,,Xn) < 0 oldugunda,

(X1,X2,...,Xn)

E(O(X1,X2,...,Xn)) = D d(X1,X2, ..., Xn)f(X1,X2, ... Xn)

(X1,X2,...,Xn)

i) (X1, Xz, ..., Xn) stirekli, [ - [lg0, ..., Xn)[f(X0, ..., Xa)dXa++-dxq < o0 oldugunda,

—00

E(9(X1,X2,...,Xp)) = I J. o(Xa, ..., Xn)f(X1, ..., Xn)dX1---dXp

degerine g(X1, X2, ..., Xn) nin beklenen degeri denir.

Tanim: (X1, Xz,... Xn) bir rasgele vektor olmak tzere:

a) Var olmasi  halinde  E(XYaXke...Xk)  degerine  Xi,Xa,...,Xn
(k1,Ka, ... ,kn) —ortak momenti denir. Buradaki ki, ko, ..., k, ler negatif olmayan tam
sayilardir.

b) Var olmasi halinde E[(X; — EX1)"1(Xz — EXp)ke--- (X — EXp)*] degerine
X1,X2,...,Xn nin (K1,Ko, ... ,ky) —merkezi ortak momenti denir.

c) Var olmasi halinde,

MX1,X2 ,,,,, Xn(tlytz,--- ’tn) — E(et1X1+t2X2+-~-+tan)) , ti € (_hi’hi)
i=12..,n

fonksiyonuna Xi, Xz, ..., X, nin ortak daghliminin (veya (X1, Xz, ..., Xn) rasgele
vektorinin) moment treten fonksiyonu denir.

d)

nin



(DXl,Xz ,,,,, xn(tl,tz,... ,tn) = E(ei(tlxl+t2X2+"'+t”X”)), tteR,i=12...,n

fonksiyonuna Xi, Xz, ..., X, nin ortak dagihminin (veya (X1, Xz, ..., Xn) rasgele vektorinin)
karakteristik fonksiyonu denir.

Simdi moment Ureten ve karakteristik fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim

Dx, x,.. %,(0,0,...,0) = Mx, x,...x.(0,0,...,0) = 1
b)

Doy Xy 4by - +anXnibn (L1 ..., Tn) = @UPrEHba@y o (Qitq, ..., antn)
MayXgsbys+anXntbn (11, -, tn) = €PrF+tbnNy o (aty, ..., antn)

C) X1, Xz... Xy nin (Kg, k2, ... k,) —ortak momentinin var olmasi halinde
ak1+k2+-~-+kn

_ 'Z'nzl K k1 yrka Kn
WQXI ,,,,, %o (t1,. tn)|ty=--=ty=0 = 17171 "E(XT XS+ XE")

ak1+k2+-~-+kn
atate... otk

Xpo o (0t —tnco = E(XEXE2... XKn)

d)
Dx, Xo,. X (t1,12,...,1,0,0,...,0) = Dx, x,,... x (11, t2,...,tk)
Mx, %, xa(t1, 12, ..., 1k, 0,0,...,0) = Mx, x,,.. x(t1,t2, ..., tk)

Ornek: (X1, Xz, X3) vektoruniin olasilik yogunluk onksiyonu,

exrXeXxs %1 >0, %X >0, x3>0
f(X1,X2,X3) =
0 , dy.

olsun. (X1, X2, X3) tn moment Ureten fonksiyonu,
MX1,X2,X3 (tl,tz,t3) — E(et1X1+t2X2+t3X3)

00 00 00

— J.J.J.et1X1+t2X2+t3X3e—Xl—Xz—X3dX1dX2dX3
000

1
= T hi<lto<ltz<l
A-t)A-t)(1-ts) * 2 3

dir. Buradan, drnegin,

E(GXoXs) = —2—((1 - t) M1 - t2) (L~ ta) lytrts0

at26t,0t3




= 2(1 - tl)_3(1 - t2)_2(1 - t3)_2|t1:t2:t3:0

=2
ve (X1,X2) nin moment treten fonksiyonu,
Mx, x,(t1,t2) = Mx; x,.x5(t1,t2,0)

=1-t)tA-tx)?
elde edilir.

E(X1) = a%lMX1,X2,X3(t11t21t3)|t1:t2:t3:0

(1-t1)2(1—t2) (1 - ta) Hey—tt-0

=1
olmak Uzere, bu beklenen deger Xz in
Mx, (t1) = My, xxs(t1,0,0) = (1—-t)t ,t1 < 1
moment Ureten fonksiyonu yardimiyla da elde edilebilir. Gergekten,
E(X1) = gi-Mx(tlyeo = (1-t) 20 = 1

dir.
Asagidaki teoremlerde gecgecek olan beklenen degerlerin var oldugunu varsayacagiz.

Teorem: (X1,Xz,..,Xn) bir rasgele vektor ve ci,Co,...,Ck ler sabit sayilar olmak tzere,

k k
E|:Zcigi(X1,X2, ,Xn):| = Y GE(Qi(X1,X2,...,Xn))
i=1

i=1
dir.
ispat: (Odev)
Bu teoremin bir sonucu olarak

E(Zcixi> = iéci E(Xi)

i=1

=

yazilr.

Teorem: Xi,Xz,...,Xn bagimsiz rasgele degiskenlerveu; : R — R, i =1,2,...,n,
fonksiyonlari VB € 9% icin {x : uj(x) € B} € B 0zellegine sahip olmak lzere,

E(ﬁ Ui(xi)> = ﬁE(Ui(Xi))
dir.



ispat: (Odev)

Bu teoremin bir sonucu olarak: Eger X1, Xa, ..., X, bagimsiz rasgele degiskenler ise
X1, X2, ..., Xn nin ortak dagihminin karakteristik ve moment treten fonksiyonlari igin,

Dx, X, xa (11,12, ..., th) = Dx, (11)Dx, (12) - Dx,(tn)

Mx, %o, % (11,12, ... th) = Mx, (t)Mx, (t2)---Mx, (tn)

oldugu soylenebilir. Ayrica, u : R — Rve v : R™* — R olmak iizere, X1, Xa, ..., Xk nin
bir fonksiyonu olan u(Xi, Xz, ..., Xx) rasgele degiskeni ile X1, X2, ..., Xn Nin bir
fonksiyonu olan v(Xk.1, Xk:2, ..., Xn) rasgele degiskeni bagimsiz oldugundan,

E[u(X1, ..., X )V(Xki1, ..., Xn)] = E[u(X1, ..., X ]E[V(Xk1, ..., Xn)]
dir.

Ornek: Xi,Xz,...,Xn bagimsiz rasgele degiskenler ve herbirinin olasilik dagiliminin
yogunluk fonksiyonu

eXx , x>0
f(x) =
o , dy.

olsun. Y = X1 + X2 + --- + X,, rasgele degigkeninin olasilik dagilimini bulunuz.
ilk énce Y nin moment tireten fonksiyonunu bulalim.

My(t) = E(e™)

— E(etX1+tX2+~~+tXn)
n n

= E(]_[ e”“) = [1EE™)
i=1 i=1

= lﬂlMxi(t) =@1-97
i=1

dir.
Bu moment Ureten fonksiyona sahip Y rasgele degiskenin olasilik yogunluk
fonksiyonu

1

n-1o-y
F(n)y € , y>0

fy) =
0 , dy.
dir (Ornek 4.3.5).



Ornek: Xi,Xz,..., Xk bagimsiz rasgele degiskenler ve i = 1,2,...,kigin,
fi(xi) = (QI' )P A=, X = 0,1,...,n
olsun (0O < p<1).Y=X+Xz+ -+ X, rasgele degigkenin olasilik dagihmini bulunuz.
My = (1-p+pe")"
olmak Uzere,

My(t) = E(eY) = E(ﬁ e”“) = ﬁE(etXi)
i=1 i=1

k

k
= [IMx@® = [1@-p+peh"

i=1

k
nj

= (1-p+pe)i-t
olarak elde edilir. Bu moment ureten fonksiyona karsilik gelen olasilik fonksiyonu,
K k
2N D oniy Kk
fy=] 7y [PA-pF ,y=012..3n
i—1

dir.

Ornek: Xi,Xa,...,X, rasgele degiskenleri bagimsizve i = 1,2,...,nigin,

—Ai ) Xi
fuo:emf, xi=012...
olsun. Y = Xj + Xz + --- + X, rasgele degigkenin olasilik dagihmini bulunuz.

n
Z 2i(e'-1)

n n
My() = [TMx(®) = []eED = et
i=1 i=1
olmak tizere (Ornek 4.3.3) Y nin olasilik fonksiyonu,
n
—Z/li n y
e i=1 (Z’li)
i—1

y!

f(y) = , y=012,...

dir.

Tanim: (X1, Xz, ...,Xn) n—boyutlu bir rasgele vektor olmak tzere:

a) Cov(X;,Xj) = E[(Xi — EXi))(X; — E(X))] i,] = 1,2,...,ndegerine X; ile X; nin



kovaryansi ,

b) pxx = Cov(Xi. X)) , 1,J =1,2,...,ndegerine X; ile X; arasindaki
JVar(Xi)Var(X;)

korelasyon katsayisi ,

c) (Cov(Xi,X)))
matrisi

e Matrisine (X, X, ..., Xy) rasgele vektoriinun var-yans -kovaryans

d) (pxx),,, matrisine (X1,Xa,...,Xn) rasgele vektorunin korelas -yon matrisi denir.

Teorem: Herhangi (X, Y) rasgele vektérana igin:

a) Cov(X,Y) = E(XY) — EQ)E(Y)

b) Xve Ybagimsiz= Cov(X,Y) =0, (pxy = 0)

c) lpxvE 1,

d) |pxy 1 < Xve Y arasinda lineer ilski var

dir.

ispat:
Cov(X,Y) = E[(X - EX)(Y - EV)]
— E(XY — XEY — YEX + EXEY)

= E(XY) — EXEY

b)



Xve Ybagimsiz = E[(X-EX)(Y-EY)] = E(X- EX)E(Y-EY) =0

= Cov(X)Y) =0

Buradaki gerektirmenin tersi dogru degildir. Bunu bir 6érnekle agiklayalim
(X,Y) nin olasilik fonksiyonu,

fX,Y = 1/3’ (X’ Y) = (_1’ 1)1 (0’ 1)1 (1’ 1)

olmak tzere,
fx(x) = 1/3, x = -1,0,1
fY(Y) = 11 y = 1
ve
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
=0-0x(1/3) =0
dir, ancak

fX,Y +* fx X fY

oldugundan, X ve Y bagimsiz dedgildir.

c) ve d) siklarini ispatlayiniz.

Bir boyutlu rasgele degiskenlerde E(X) beklenen degeri X in olasilik dagiliminin
"merkezi", Var(X) degeri ise bu merkez etrafinda "yayiliminin" bir élguisudiir. iki boyutlu
rasgele degiskenlerde korelasyon katsayisi, bu rasgele degiskenler arasindaki lineer
iligkinin olgcusuddr. [pxyl= 1 oldugunda X ve Y arasinda tam lineer iliski, |pxv| degeri bire
yakin oldugunda guglu bir lineer iligki, pxy = 0 oldugunda ise lineer iligki yoktur denir.
Goruldugu gibi X ve Y nin bagimsiz olmalari iligkisiz olmalarini gerektirir ancak tersi
dogru degildir.

Ornek: (X,Y) nin asagida verilen dagilimlari icin kovaryans ve korelasyon
katsayisilarini karsilastiriniz.



E(X) =1
W0 1 2
0 18 28|38 EWM=1
a 1 |0 18 18| 28
338 0 0 358 EXY)=3/8
3/8 2/8 3/8
pxy = —0.83
EX)=1
W0 1 2
0| o o0 38l3z;g EM=1
b) 1 | o 28 0|28
2 /358 0 o0 |38 EXY)=28 ,
3/8 2/8 3/8
pxy =-1
E(X) =1
W0 1 2
0 |28 18 0 |38 E(Y)=1
©) 1 |18 18 0 |28
2 | 0 o0 38|38 EXY) =138
3/8 2/8 3/8
pxy = 0.83
E(X) =1
W0 1 2
0O 338 0 0 |38 E(Y)=1
d 1 0 28 0 28
2 | 0 0 38 38 EXY)=14/8
3/8 2/8 3/8

pxy =1

Var(X) = 3/4

Var(Y) = 3/4

COV(X! Y) = _5/8

Var(X) = 3/4

Var(Y) = 3/4

Cov(X,Y) = —6/8

Var(X) = 3/4

Var(Y) = 3/4

Cov(X,Y) = 5/8

Var(X) = 3/4

Var(Y) = 3/4

Cov(X,Y) = 6/8



EX)=1 , Var(X) =23/4
W0 1 2
0 |lus 18 18 38 EM=1 , Var(y) =234

e 1 |18 0 18|28
2 |18 1/8 18 38 EXY)=1 , Cov(X,Y)=0
3/8 2/8 3/8

pxy =0

b) ve d) de X ve Y arasinda tam bir lineer ilgki vardir. d) de Y = X, b) de Y = 2 - X dir.
e) de Xle Y arasinda iligki yoktur, ancak X ile Y nin bagimsiz oldugu sdylenemez.
Ornegin f(1,1) # fx(1)fv(1) dir.

Ornek: (X1,X2,X3) vektorinin olasilik yogunluk fonksiyonu

%e‘“ , 0<X1+Xx2<2,x3>0

f(X1,X2,X3) =
0 , d.y.

olsun. (X1, Xz, X3) Un varyans-kovaryans ve korelasyon matrislerini bulunuz. Xs @n
marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

" 2-X1

I %e‘x3dx2dxl , X3>0
0

O =y N

fxs(Xa) = <
L 0 , dy.
ex | x3>0
: o , dy.

ve (X1,X2) nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,



iy, x, (X1, X2) = <

e

N

IZe‘X3dx3 , 0<x1+x2<2
0
0 , dy.
172, 0<X1+X%X2<2
0O , dy.

olmak Uzere (X1,X2) ile X3 bagimsiz ve

H1 = E(X1) = 2/3, G% = Var(Xy) = 2/9

H2 = E(Xz) = 2/3, G% = Var(Xz) = 2/9

H3 = E(Xg) =1, G% = Var(Xg) =1

E(X1X2) = U3

E(X1X3) = EX{EXs = 2/3

E(X2X3) = EXEXs = 2/3

dir.

Cov(X, X;) yerine ojj ve px, x yerine pj gosterimlerini kullanarak,



o1 = E[(X1 — EX1)(X1 — EX1)] = 0% = 2/9

o12 = E[(X1 — EX1)(X2 — EX2)] = E(X1X2) - EX:EX> = -1/9

013 = E[(X1 — EX1)(X3 — EX3)] = E(X1X3) - EX1EX3 = 0

021 =012 = —1/9

o2 = E[(X2 — EX2)(X2 — EX2)] = 05 = 2/9

o23 = E[(X2 — EX2)(X3 — EX3)] = E(X2X3) — EX2EX3 = 0

onn=013=0

o =0x3=0

o = E[(X3 —EX3)(Xs-EX3)] =05 =1

olmak Uzere (X1, Xz, X3) Un varyans-kovaryans matrisi,

29 -1/9 0
d.=| -u9 29 o
0 0 1
ve korelasyon matrisi,
1 -2 0
R=| -2 1 0
0 0 1

dir.

KOSULLU BEKLENEN DEGER



Tanim: (X1,X2) iki boyutlu bir rasgele vektor, X, € Dx, igin X2 = Xz verilmigken X; in
kosullu dagiliminin olasilik (yogunluk) fonksiyonu fx,x,—x, V& g : R — R her B € B i¢in
{s: g(s) € B} € B ozelligine sahip bir fonksiyon olmak lzere:

a) Kesikli halde, Y_|g(X1) fxy/x,=x,) (X1) < o oldugunda,

X1

E(@(X)/(Xz2 = x2)) = ;g(xl)fxll(Xsz)(Xl)

b) Sdarekli halde, I|g(x1)|fx1/(x2=X2)(x1)dx1 < oo oldugunda,

—00

0

E(Q0)/(Xz = X2)) = [ 90Tyt (X0

—00

degerine X, = X2 verilmigken g(X1) in kosullu beklenen degeri denir.

Tanim: c € R ve k bir dogal say! olmak tzere:

a) E((X1-0)X(X2 = x2)) dederine X, = X, verilmisken Xz in ¢ ye gore k. kosullu
momenti,

b) E(XK/(X2 = x2)) dederine X, = X verilmigsken Xz in k. kogullu momenti,
c) EMXi/(Xz = x2)) degerine X, = X verilmigken X; in kosullu beklenen degeri,

d) E((X1—E(X/(X2 = X2)))?/(X2 = x2)) degerine X, = X, verilmisken X; in kosullu
varyansi
denir.

Kosullu beklenen degerin en basit durumlari igin yapilan bu tanimlamalar daha genel
durumlara da kolayca genisletilebilir.Yapiimasi gereken, beklenen deger ile ilgili verilen
onceki tanimlarda olasilik (yogunluk ) fonksiyonlari yerine kosullu olasilik (yogunluk)
fonksiyonlarini yazmaktir.

Ornek: (X1, X2, X3) vektoriinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

ie‘x3 , 0<X1+X%2<2,xX3>0

f(X1,X2,X3) = 2
0 , d.y.

olsun. x3 € (0,2) icin X1 = X3 verilmigken (X2, X3) tin kosullu dagiliminin olasilik yogunluk



fonksiyonu,

fxl(xl)
Fxo Xal(Xa=xy) (X2, X3) =
0 , dy.
e’ , 0<X2<2-X1,X3>0
(2-x1)
0 , dy.
dir. Ornegin X; = 1 verilmisken (X2, X3) tin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,
e’ | 0<x2<1 x3>0
fx, xaixi=1) (X2, X3) =
o , dy.

dir. Buna gore,

1 o0
E((Xng)/(Xl = 1)) = J-J-X2X3e_x3dX3dX2
00

1 )
= ngdxz I X3e%dx3 = 1/2
0 0

1o
E((Xz + X3)/(X1 = 1)) = J-J-(Xz + x3)e‘x3dx3dx2
00

= } X2 T e73dxs + Jl. dx. T X3e™dxs = 3/2
0 0 0 0

1w
E(Xo/(X1 = 1)) = ”xze-Xsdxng2 = 1/2
00

1
E(Xa/(X1 = 1)) = j j X3 X3xadx = 1
00
elde edilir. Ayrica,
E((X2+X3)/(X1 = 1)) = E(X2/(X1 = 1)) +E(X3/(X1 = 1))

olduguna dikkat edin.
X1 < 1 verilmisken (X1, X2, X3) Un kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,



1

Se% 0<X1+X2<2
PX1<1) ' x<1,x3>0
Fxo Xo Xal(y<) (X1, X2, X3) = <
L 0 , dy.
-
28_X3 0<X1+X%X2<2
3 ’ X<1 Xx3>0
=<
L 0 , dy.
ve X1 < 1 verilmigken X, nin kosullu (marjinal) olasilik yogunluk fonksiyonu,
% , 0<x2<1
sz/(Xlﬁl)(XZ) = %(2— X2) , 1l<Xp<?2
0 , d.y.
olmak uzere,
1 2
EXo/(X1 < 1)) = 2 j oo + 2 j %2(2 — X2)dxp = 7/9
3 3
0 1
dir.

Xi=x1veXs=x3(0<x1 <2, x3>0) verilmigken X, nin kosullu olasilik yogunluk
fonksiyonu,
4 %e_xg

1— y 0 < X2 < 2_ X1
5 (@2-x)e™

F ol (Xamxa Xomxa) (X2) = <

L 0 , d.y.
(1
2%, 0<x<2-Xx1
= <
L 0 , d.y.

olmak Uzere, 6rnegin X; = 1 ve Xsz=1igin,
1
E(Xo/(Xo = 1,X3 = 1)) = j Xa0xo = 1/2
0

dir. 0 < X3 < 2ve x3 > 0icin X; = X1, X3 = X3 verilmigken X, nin kosullu beklenen degeri,



2-X1

E(X2/(X1 = X1,X3 = X3)) = I X2 1 dxo = ﬂ
0

2— X1 2
dir.
Teorem: ab e R,(X,Y,2Z) bir rasgele vektor olmak tzere:
a) E(@QY+b/(X=x)) =aeE(Y/(X=Xx)) +b
b) E(Y+ Z/(X = Xx) = E(Y/(X = X)) + E(Z(X = X))

c)
E((Y-a)%(X =X) = E(Y—-EM(X = x)]%(X =x) +[EY/(X = X)) —a]?

dir.
ispat: (Odev)

Ornek: (X,Y) nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

Xx+y , O<x<1l,0<y<l1
f(xy) =
o , dy.

olsun. x € (0,1) icin X = x verilmigken Y nin kosullu beklenen degeri,

E(YI(X = X)) = j Yivioen (Y)dly

fxy) 4
.[yf x(X) dy

J' X+Yy
y(x+1/2)

_ 3x+2 _ X+ 213
- BXx+3 2x+1

dir. Xin verilmis x deg@eri igin E(Y/(X = x)) bir sayidir. Ancak
g: (0,1)) — R

X — g0 = E(YI(X=X) = % +2/f

donusumi yardimiyla tamamlanan E[Y/X] = g(X) fonksiyonu bir rasgele degiskendir.
Simdi bu rasgele degiskenin beklenen degerini bulalim.



1
E(EIYIX)) = E(G09) = [ g00fx()dx
0

1

[ x+2/3

_j oo (X + 1/2)dx
0
1

- [ X 2B = 7112
0

Diger taraftan E(Y) = 7/12 dir. Bu sonucu genel halde ispatlayalim.

Teorem: (X,Y) iki boyutlu bir rasgele vektor olmak tzere,
ECY) = E(E[Y/X])
dir.

ispat: ispati surekli rasgele degiskenler icin verelim.

E(E[Y/X]) = j E(Y/(X = X))fx(X)dx

—00

- ,[ nyY/(x:x)(Y)fx(x)dydx

—00 —00

= T T yi(x,y)dydx = E(Y)

—00 —00

dir.
Bu teoremin bir sonucu olarak,
Var(Y) = E(Y?) - (EY)? = E(E[Y?/X]) — {E(E[Y/X])}?

yazilabilir.

Bir rasgele degiskenin beklenen degerinin veya varyansinin bulunmasinda ikinci bir
rasgele degisken ile kosullandirilarak yapilan hesaplama birgok yerde kolaylik
saglamaktadir.

Ornek: Belli bir atici icin hedefi vurma olasihigi p, (0 < p < 1) olsun. Atici, hedef ilk
isabetini alincaya kadar atiglar yapmaya kararlidir. Atiglarin birbirinden bagimsiz oldugu
varsayimi altinda aticinin yapacagi atiglarin sayisinin beklenen degeri nedir?

Y, gerekli atislarin sayisi (y = 1,2,...)

X, birinci atigtaki isabet sayisi, (x = 0,1)



olsun.
E(Y) = E(E[Y/X])

= E(Y/(X = 0))P(X = 0) + E(Y/(X = 1))P(X = 1)

= (1- p)E(Y/(X = 0)) + pE(Y/(X = 1))

ve
EY/(X=0) =1+EY), E(Y/(X=1) =1
olmak uzere,
E(Y) =1-p+(A-pEMY) +p
den
EY) = &
bulunur.

Ornek: (0,1) arhginda gelisigizel bir sayi (X) secildikten sonra (x, 1) arali§indan
geligiguizel bir sayi (Y) secilmektedir. Burada geligiglizel s6zcugi ile kastedilen X ve
Yix—x hin olsilik yogunluk fonksiyonlarinin,

1

1, 0<x<1 , X<y<1
fx(x) = v Fxe(y) = 1-x
0, dy. 0 , dy.

biciminde olmasidir.

ECY) = E(E[Y/X])
ve

1
E(YI(X =) = [ygEdy = 15

X

E[vix] = L 5 X

olmak Uzere,



e -=(25%)

+

Il
N
N

E(X)

I
N
+
N
O
8
X

Alw

elde edilir.

E[Y/X] nin bir rasgele degisken olarak yorumlanmasina benzer bigimde; X = x
verilmigken Var (Y/(X = x)) bir reel sayil olmak Gzere, g : R — R, g(x) = Var(Y/(X = x))
yardimiyla tanimlanan Var[Y/X] = g(X) , X in bir fonksiyonu olan bir rasgele degiskendir.

Teorem: (X,Y) iki boyulu bir rasgele vektdr olmak tzere,
Var(Y) = E(Var[Y/X]) + Var(E[Y/X])
dir.

ispat:
Var(Y) = E(Y - EY)? = E(E[(Y - EY)?/X])
olmak Uzere, Teorem 4.5.1 c) den, her x € Dx igin,
E(Y-EV)?(X=x)) = E(Y-EN/(X=x)}?/(X=Xx))
+{EY/(X = x)) —EY}?

yani,
E[(Y - EY)?/X] = E[{Y - E[Y/X]}2/X] + {E[Y/X] — EY}?
= Var[Y/X] + {E[Y/X] — E(E[Y/X])}?
oldugundan,
Var(Y) = E(Var[Y/X]) + E{E[Y/X] - E{E[Y/X])}?
= E(Var[Y/X]) + Var(E[Y/X])
dir.

Ornek: N, deger kimesi dogal saylar olan bir rasgele
X1,X2,...,Xn, N rasgele degiskenleri bagimsiz, X; ler ayni dagiliml ve

E(Xi) = E(X), Var(Xj) = Var(X), i=12,...,n
olmak Uzere,

degdisken,



Y=X1+Xo+ -+ XN
rasgele degiskeni icin,

ECY/(N = n)) = E(Xy + X2 + -+ + Xn) = NE(X)

Var(Y/(N = n)) = Var(Xy + X2 + --- + X;) = nVar(X)

E[Y/N] = NE(X) , Var[Y/N] = NVar(X)

E(E[Y/N]) = E(NE(X)) = E(N)E(X)

E(Var[Y/N]) = E(NVar(X)) = E(N)Var(X)

dir. Y rasgele degiskenin beklenen degeri ve varyansi
ECY) = E(N)E(X)

Var(Y) = E(Var[Y/N]) + Var(E[Y/N])

= E(N)E(X) + Var(N)(E(X))?
olarak elde edlir.

Teorem: Xve Y bagimsizise
E(Y/(X=x)) = E()
dir.

Ispat: Siirekli rasgele degiskenler icin,
EQYI(X =) = | Yivien ()dly
= [ yivody = EC(V)

ve kesikli rasgele degiskenleri igin,

ECY/(X = X)) = > Yivixo (Y)
y

= 2 ¥iv(y) = E(Y)
y

dir.
Bu teoremden gorildugu gibi X ve Y bagimsiz ise,



9(x) = E(Y/I(X = X))

olarak belirlenen g fonksiyonu bir sabit fonksiyondur ve her x € Dx icin g(x) = E(Y) dir.
Boylece X ve Y bagimsiz ise

E[Y/X] = E(Y)
dir.

Teorem: X ve Yortak dagilima sahip rasgele degiskenler, E(X?) < o, E(h(X))? < oo,
h: Dx € R — R olmak tizere, E(Y — h(X))? degerini minimum yapan h fonksiyonu
h(x) = E(Y/(X = x) ile belirlenen fonksiyondur.

ispat: ispati (X,Y) nin surekli durumu icin yapahm.

ECY-h(X)2 = [ [ (y=h0o)2(x,y)ely

—00 —00

- I .[ (y — h(x))?fx () fyixen (y) dxdy

—00 —00

- .[ (fX(X) I(y— h(X))ZfYKXX)(Y)dy) dx

Bu integrali h fonksiyonlari Gizerinden minimize etmek icin, x in bir ifadesi olan,

E((Y-h(x)*(X=x)) = I(y— h(x)) *Fyiocr () dy

-00

integralini her x icin minimum yapan h fonksiyonu bulmaya ¢aligalim. Verilmis x degeri
icin h(x) bir reel sayidir.
E((Y-h(x)%(X=x)) = EKY-EM(X=x)}?/(X=x)
+HE(Y/(X = x)) —h(x))?
olmak tzere, h(x) = E(Y/(X = X)) icin E((Y - h(x))?/(X = x)) minimuma ulagsmaktadir.
Boylece, E(Y — h(x))? degerini minimum yapan h fonksiyonu
h(x) = E(Y/(X = X))

ile belirlenen fonksiyondur.
Alisilagelmis olarak,

h(x) = E(Y/(X = X))
ifadesine (fonksiyonuna) Y nin X tzerindeki regresyon denklemi denilmektedir.

Ornek: (X,Y) nin olasilik yogunluk fonksiyonu,



2 | (xy)e{@beR?:a?+b2<1,b>0}

f(X’Y) =
0 , dy
olsun.
(2
= 1-x2 , -1<x<1
fx(X) = <
L 0 , d.y.
p
4/1°y , o<y<1
fy(y) = <
L 0 , d.y.
y € (0,1) icin,
2 1 > , _/ _y2 <x< ll_yz
l1-y
oy (X) =
0 , d.y.
x € (-1,1) igin,
1 , 0<y<J1-x°
1-x?
fyicxx (Y) =
0 , d.y.
olmak lzere,
12 -
—X
EY/(X=x) = | y—L—dy=
{ 1% 2
1-y?
awwzwy:j xllzmzo
i VT

dir. Regresyon denklemlerinin belirledigi egriler asagidaki sekilde gosterilmistir.




Ornek: (X,Y) nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 (xy) € {(ab)eR2:0<b<a<2

E b
f(X’Y) =
0 , dy.
olsun.
X 2-
? , O<x<?2 Ty , 0< y < 2
fX(X) = ’ fY(Y) =
0 , dy. 0 , dy.
olmak tzere x € (0,2) igin,
% , O<y<x
fyioen (Y) =
0o , dy.
y € (0,2) icin,
1
= , Yy<x<2
iy ) = < 27Y
0o , dy.
ve

E(YI(X =) = [yxdy = %
0

2
2
EXX(Y = y)) =jx2}ydx= y;
y

dir. Regresyon denklemlerinin belirledigi egriler (dogrular) asagidaki sekilde
gosterilmistir.

Ilb




Ornek: (X,Y) nin olasilik fonksiyonu,
fxy) = 1—15 (xy) € {(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(40),(1,1),(2,1),(31),

(4,1),(2,2),(3,2),(4,2),3,3),(4,3), (4,4}
olsun.

fx(X) = % X=0,1234

fy) = 2, y=01.234

olmak Uzere, x € {0,1,2,3,4} icin,

1
X+1

fyixexn (Y) = , y=01,...,x

_ _ - 1 _ x
E(Y/(X—x))_gyX+1 =5

vey e {0,1,2,3,4} icin,

fxiovmy (X) = Sle Xx=yy+1..,4
EQUCY = y) = Soxglo = Y4
= °-Y 2

dir

Eger h fonksiyonu x in lineer bir ifadesi, yani
h(x) = E(Y/(X=Xx)) =a+bx (abeR)
biciminde alinrsa, E(Y — h(X))? nin h tizerinden minimizasyonu problemi,
Q(a,b) = E(Y - (a+ bX))?
nin a ve b tizerinden minimizasyonuna doénidsmektedir. Bir an i¢in b nin tesbit edilmis
oldugunu varsayalim. O zaman E(Y — bX — a)? yi minimum yapan a degeri,
a = E(Y-DbX) = EY - bEX
olur.
Boyle belirlenmis a ile

E(Y - a—-bX?) = E{(Y - EY) — b(X — EX)}2

= 0'\2( - 2pxyy6x6yb + G%bz

dir. Bu ifadeyi minimum yapan b degeri,

— Oy
b= pxy Ox



dir. Buradan,
a = EY - pxygrEX
bulunur. Bu durumda E(Y - (a + bX))? nin alabilecegi minimum deger,

i 2 _ 2 Oy 2 OY 2
min E(Y - (@+bX))* = 0% - 2pxyoxov(pxygy) + ox(Pxy5y

= o9(1-2p%y)
dir.
Kosullu beklenen degerin kullanildigi yerlerden bir bagkasi kosullandirilarak yapilan
olasilik hesabidir. A, bir (Q,U,P) olasilik uzayinda bir olay ve
1 , weA
IA(a)) =
0 , wmeA
olmak Uzere X = |5 rasgele degiskenini goz 6nune alalim. E(X) = P(A) ve herhangi bir Y
rasgele degiskeni igin,
EXI(Y=y) = PAN(Y =Y)) , (P(Y=Y) # 0)
dir. Buradan,
P(A) = E(X) = E(E[X/Y])

= 2 EXI(Y = V)fv(y)
y

= 2 PN(Y = y)fv(y)
y

yazilir. Y nin sirrekli olmasi durumunda da,

o0

P(A) = [ P(AICY = y)fv(y)dy

—00

yazilabilir.

Ornek: X ve Y bagimsiz ve surekli rasgele degiskenler olsun. P(X < Y) olasiligi igin,



0

P(X < V) = [ P(X < VI(Y = y)fv(y)dy

—00

_ j P((X < W)I(Y = y)fv(y)dy

—00

— [ POX< yfvy)dy

00

= [ Fxyfviyay

00

ve P(X+Y < a), a € R olasiligi igin,

PX+Y<a)= j P(X+Y < a)/(Y = y)fv(y)dy

—00

o0

_ I P((X+y < a)/(Y = y))fv(y)dy

—00
o0

= [ PX < a+yfvy)dy

—00

— [ Fx@+y)fv(y)dy

—00

dir.

PROBLEMLER

1. Olaslilik fonksiyonlari asagida verilen dagilimlarin birinci, ikinci, G¢iinci momentlerini,
beklenen degerlerini ve varyanslarini bulunuz.

a) fx) =15, x=-2,-1,0-1,2

b) f(x) =15, x=0,1234



¢) f0=+c(%). x=01234

0 0= (H(E)(F)" x-0a294

e) f(x):( 4 )(%)”Z(%)H, x = -2,-1,0,1,2

X+ 2

f f(x)=|%|, X—-2,-1,0,1,2

g) f(X)=1—10(x+2), X=-2-1012

2. Olasilik yogunluk fonksiyonlari asagida verilen dagihimlarin birinci, ikinci, Ggtinci
momentlerini, beklenen degerlerini ve varyanslarini bulunuz.

v4 , -2<x<2
a) f(x)=

0O , dy.

V4 , 0<x<4
b) f(x) =

o , dy.

Lok , 2<x<2

7] : <x<
c) fx) =

0 , dy.

%(2—|x—2|) , 0<x<4
d) f(x) =
0 , dy.



aK . 2sxs2
e) f(x)=
o , dy.
%(x+2) . 2<x<2
f) f(x) =
0 , dy.

3. 1,2,3,4,5rakamlari birer kagit parcasina yazilip bir kavanoza atilsin. Kavanozdan
ayni anda ug¢ tane kagit parcasi alindiginda:

X —gelen sayilar arasinda en kicugu,

Y —gelen sayilar arasinda en buyugu,

U —gelen sayilar arasinda ortancasi,

V —gelen sayilarin toplami,

W —gelen sayilarin en buydgu ile en kiiguigu arasindaki fark

olmak Uzere, E(X), E(Y), E(U), E(V), E(W) degerlerini bulunuz.

4. 1,2,...,nsayilan birer k&git parcasina yazilip bir kavanoza atilsin.

a) Kavanozdan ayni anda r tane (1 < r < n) kagit parcasi alindiginda gelen en
kicuk say! X olsun.

00 - 2k

oldugunu gésteriniz.

b) Kavanozdan, ¢ekileni yine yerine koyarak ard arda r tane kagit pargasi
cekildiginde gelen en kucuk say! X olsun.

EC) =1+ (05 + (052) + o+ (§)

oldugunu gésteriniz.

5. Xrasgele degigkenin olasilik fonksiyonu,



f(x) = pgt, x=12..(p+q=10<p<1)
olsun. Xin k inci garpimsal momentini bulunuz.

Yol gbsterme:
o0 k o0
[Z X(x= 1)+ (x = k+ Dp<t = pk-ldd—pk<2 pﬂ
x=1

x=1

6. Belli bir atici i¢in, hedef ilk isabetini alincaya kadar yaptigi atislarin sayisi X rasgele
degiskeni olsun. X in olasilik fonksiyonunun

f(x) = %(%)X_l, x=12,...

oldugu bilinsin. Bu atici, hedef ilk isabetini alincaya kadar atig yapmaya kararlidir.
Harcanan her merminin degeri a ve kazanilan hedefin degeri b olduguna gore aticinin
kazancinin beklenen degeri nedir?

7. Xrasgele degiskenin olasilik fonksiyonu,

f(x) = e‘;ﬁx, x=0,12,..., (A>0)

olsun. Xin k inci garpimsal momentini bulunuz.

8. Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
BaPxP1 | x>a, (a,p > 0)
f(x) =
0 , dy.

olsun. X in momentlerinin varhgini arstiriniz.

9. Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
oxel(1-x)Pt , 0<x<1 (ap>0)
f(x) =
0 , dy.
olsun. c sabitinin degerini bulunuz.

I'(a+PB)(a+n)
IF'a)'(a+p+n)’

oldugunu gosteriniz ve E(X) ile Var(X) degerlerini bulunuz.

E(X") = n=12...

10. Bir Xrasgele degiskenin beklenen degeri EX olsun. ¢ € R igin,
E[(X-¢)?] = E[(X-EX)*] + (EX-c)?

oldugunu gosteriniz. E[(X— c)2] yi minimum yapan c degerini bulunuz.



11. Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu x = ¢ dogrusuna gore simetrik
(vx e Rigin f(c+x) = f(c—x)) olsun. Mevcut olmasi halinde,

EX=c
ve
E[(X-¢)*'] =0, n=1.2,...

oldugunu gosteriniz.

12.

oldugunu gosteriniz.
Yol gOsterme:

} %dx = }sinx|:of e‘“xdu:|dx
0 0 0
o T
I|:I sinxe‘“xdx:|du
oL o

13. Xrasgele degiskenin olasilik fonksiyonu
fx) = pg*t, x=1,2,... (p+gq=10<p<1)

olsun. X in karakteristik fonksiyonunu bulunuz ve E(X) ile Var(X) degerlerini bu fonksiyon
yardimiyla elde ediniz.

14. Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
f(x) = %e—l"l, —0 < X< ®©

olsun. X in karakteristik fonksiyonunu bulunuz ve E(X) ile Var(X) degerlerini bu fonksiyon
yardimiyla elde ediniz.

15. Sdrekli X rasgele degiskenin karakteristik fonksiyonu,
Ox(t) =ell teR
olsun. X in olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

16. Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu



1
fo) =< 28 °
0 , dy.

—a<Xx<a

olsun. X in karakteristik fonksiyonunu bulunuz.

17. Olasilik (yogunluk) fonksiyonlari asagida verilen dagilimlar igin Mx(t) ve Nx(t)

fonksiyonlarini bulunuz. Birinci ve ikinci dereceden momentleri, carpimsal momentleri ve
kimdulantlari hesaplayiniz.

18.

a) f(x)=(%>x, x=12,...
b) 10 =((2)" x=012...n

xe* , x>0

c) f(x) =

101
d) fx) = —Lt—e 2\ 0 J  _w<x<w (ueR,o>0)

Bir X rasgele degiskenin moment treten fonksiyonu Mx(t) olmak tzere

a) Mx(0) =1

b) Max(t) = Mx(at), a+0

C) Maxin(t) = e"Mx(at)

oldugunu gosteriniz.

19.

X rasgele degiskenin moment treten fonksiyonu
Mx(t) = g2t+2t?

olmak Uzere Xin olasilik yogunluk fonksiyonunu yaziniz .



y- X=EX
JVar(X)

rasgele deg@iskenin moment Ureten fonksiyonunu ve buradan olasilik yogunluk
fonksiyonunu bulunuz.

20. Xrasgele degiskenin moment Ureten fonksiyonu
4
Mx® = (5 +Le

olsun. X in olasilik fonksiyonunu bulunuz.

21. X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu
1,0 1
(%) = < X<
0, dy.

olsun. Y = —InX rasgele degiskenin moment Ureten fonksiyonunu ve buradan olasilik
yogunluk fonksiyonunu bulunuz. Y nin dnce olasilik yogunluk fonksiyonunu ve buradan
moment Ureten fonksiyonunu bulunuz.

22. Xrasgele degiskenin olasilik fonksiyonu
f) = ()pP@-p™*, x=0,1,2,...,n, (0< p< 1)
olmak tzere
Mx(t) = (1-p+ pet)"
oldugunu gosteriniz. E(X) ve Var(X) degerlerini hesaplayiniz.

23. (X1,X2,X3) Un olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 e—2X1—3X2—X3

6 , X1>O,X2>O,X3>O

f(X1,X2,X3) =
0 , dy.
olsun.
a) (Xi,X2,X3) Un moment Ureten fonksiyonunu,

b) Xi,X2 ve X3 in moment ureten fonksiyonlarini,

c) E(X1X2), E(X2X2), E(X1 + Xz + X3) degerlerini,



d) (Xi,X2,X3) Un varyans-kovaryans matrisini
bulunuz.

24. (X1,X2,...,Xn) nin olasilik fonksiyonu,

nt < TPIPY PR i = 0,1, i =12,....n
n-

fX,X,...X = —
( 1,A2 n) Xl!XZ!"

olsun.

a) (Xg,Xz,...,Xn) nin moment treten fonksiyonunu,

b) X, i =1,2,...,nnin moment Ureten ve olasilik fonksiyonunu,

c) (X, X;) nin moment Ureten ve olasilik fonksiyonunu i,j = 1,2,...n, i #j

d) (X1,Xz,...,Xn) nin varyans-kovaryans ve korelasyon matrisini bulunuz.

25. (X1,X2) nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1

27'[01021/1—[32 I: ( o1

f(X1,X2) =

0102 02

X1—H1 )—2p (x1—p1)(X2—pi2) +( Xa—i2 2:|

—00 < X1 < 00, —00 < X2 < 0, (u1,u2 € R, 01>0,02>0, pe(-1,1)
olsun.

a) (Xg,X2) nin moment Ureten fonksiyonunun

O'%t% + 2p610'2t1t2 + O'%t%
(patatuoto+ >

Mx, x,(t1,t2) = €
oldugunu gosteriniz. (X1, X2) nin varyans-kovaryans ve korelasyon matrisini bulunuz.

b) Xi ve Xz nin bagimsiz olabilmesi igin gerek ve yeter sartin p = 0 olmasi oldugunu
gosteriniz.

26. i,j =1,2,...,,nicin Cov(Xi, X;) deg@erleri var olsun.
ax, bk e R, k=1,2,...,n, olmak lzere,

n

COV(Z aiXi,Za,-Xj> = Z ai bj COV(Xi,Xj)
=1 [

n
i—1 = i—1 j=1

oldugunu ispatlayiniz. Ozel olarak,



n

a) Var (Z aixi) = znzaiZVar(Xi) +2 ). aigCov(X, X))
=

i=1 I<i<j<n

b) Var( 3 Xi) = Xn:Var(Xi) +2 >3 Cov(X;, X))
i=1 i=1

I I<i<j<n

C) Xi1,X2,...,Xn ler bagimsiz ise

d) ab,ceR igin
Var(aXy + bX; + c) = aZVar(Xl) + bZVar(Xz) + 2abCov(X1,X2)

Var(Xi + X2) = Var(Xy) + Var(Xz) + 2Cov(X1, X2)

Var (X1 — X2) = Var(Xy) + Var(Xz) — 2Cov(X1, X2)

e) ab,c,de R igin
Cov(aX; + b,cX; +d) = acCov(Xy, X2)

Cov(aX; + bX; + ¢, X3) = aCov(X1,X3) + bCov(X2, X3)

oldugunu gosteriniz.

27. Ortak dagihima sahip X ve Y rasgele degiskenleri sonlu varyansli ve

U=aX+b
V=cY+d

a,b,c,de R, a+ 0, c+ 0olsun:

a) ac > 0icin pxy = puv

b) ac < 0icin pxy = —puv



oldugunu gosteriniz.

28. Xve Y ortak dagilima sahip sonlu varyansli iki rasgele degisken ve
U=X+Y
V=X-Y

olmak Uzere;

a) Var(X) = Var(Y)ise pyv =0

Var(X) — Var(Y)

b , =0i -
) Cov(X,Y) = 0ise puv JVar(X)+Var(Y)

oldugunu gésteriniz.

29. X1,Xz, ..., Xy bagimsiz ve ayni dagihmli rasgele degiskenler olsun. E(X;) = y,
Var(X;) = o2 < « olmak lzere,

n
Y= Zaixi
i=1
rasgele degiskeninin beklenen degeri E(Y) = u ve varyansi, (Var(Y)) minimum olacak
sekilde aj,ay,...,an € R katsayilarini belirleyiniz.

30. E(XY) = 0 oldugunda X ve Y ye ortogonaldir denir. X ve Y ortogonal ise,
E[(X+Y)?] = E(X?) + E(Y?)

oldugunu gésteriniz.
31. Xrasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,

N f(x){ﬂz 0<x<?2

0 , dy.

ex , x>0
b) f(x) =

0O , dy.

x2 , x>1
c) f(x) =



olsun. E(X/(X > 1)) kosullu beklenen degerinin varhdini arastiriniz ve var olmasi halinde
bulunuz.

32. (X)Y) nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

cx+y) , O<x<y<l1
f(x,y) =
0 , d.y.

olsun. c sabitini ve x,y € (0,1) icin E(X/(Y =y)) ile E(Y/(X = X)) kosullu beklenen
degerlerini bulunuz.

33. (X,Y) nin olasilik fonksiyonu,

f(x,y) = c(x+y), (xy) € {(0,0),(0,1),(1,0), (1,2),(1,3),(2,2)}
olsun. c sabitinin degerinivey = 0,1,2,3icin E(X/(Y = y)) ve x = 0,1,2 icin E(Y/(X = X))
degerlerini hesaplayiniz.

34. (X)Y) nin olasilik fonksiyonu,
e—ll—lzlxl’ty
) = =—nr L=z

olsun (A1 > 0,42 > 0). n € Nigin X+ Y = nverilmisken X in kosullu olasilik fonksiyonunu
bulunuz.

, Xy=012,...

35.
E(U(X)/X) = u(X)

EXu/(Y =y)) = u)EX/(Y =y))

E(QX,VI(Y = y)) = E(QX.Y)/(Y = y))

E(XY) = E(YE(XY))
oldugunu gosteriniz.

36. h=a+bx, abeR icin,
Q(a,b) = E(Y - h(X))?
fonksiyonunu minimum yapan a, b degerlerini,



0Q(a,b)
oa 0

0Q(a,b)
o

denklem sisteminin (normal denklemlerin) bir ¢c6zimu olarak yeniden elde ediniz.

37. (Y, X1,X2,...,Xn), (n+ 1) — boyutlu bir rasgele degisken ve
h: R" - R
E(Y?) < o0, E{h(X1,...,Xn)}? < o olmak tizere E(Y — h(X4, ..., Xn)}2 degerini minimum
yapan h fonksiyonunun,
h(X1,X2,...,%n) = E(Y/(X1 = X1,X2 = X2,...,Xn = Xn))
ile belirlendigini gdsteriniz.
h(X1,X2,...,Xn) = By + B X1+ B,X2 + - + B, Xn

olmasi durumunda B,,B,,B,, ..., B, katsayilarini belirleyen normal denklemleri bulunuz.



