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-
|

'61DEIKavraml o |

Matematikte kullandigimiz dizi sézetigii ile giinlik hayatta kullandifimiz
dizi sbzciigi ashinda birbirlerinden ¢ok farkli degildir. Bu boliimde dizilerin
matematiksel teorisini inceleyecegiz.

6.1.1. Tamm: Tanmm kiimesi pozitif tam sayilar olan fonksiyonlara dizi
denir,

Bu tamma gore, f:N— R, y= f(n) fonksiyonu bir dizidir. Bu
fonksiyonun deger kiimesi reel sayilar oldugundan bu diziye reel degerii dizi
veya kisaca reel dizi ad verilir. Omegin dizinin deger kitmesi kompleks sayilar
olsa bu diziye de kompleks dizi adm veririz (bu dizilerle gimdilik
ugrasmayacagiz). Bu derste dizi dediimiz zaman reel dizilerden bahsedildigi
anlagilacakizr.

6.1.2. Ornek: i. f:N =R, f(n) =1 sabit fonksiyom bir dizidir. Bu
fonksiyonun aldig: degerler

=1, @) =1, f@) =1, o fln) =1, ...

olarak yazilir.

ii. f:N—=R, f(n)=(—1)" fonksiyonu bir dizidir. Bu fonksiyonun
deger kiimesindeki elemanlar

.f(l): _l-f(z):]-af(g): -1, ., f(n):(_l)n=

olarak yazlir (Burada su hatirlatmayr yapmak uygun olacaktir: f: R — R,
f(z) = (— 1) bir fonksiyon degildir).
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1
fi. Kurali  f(n) = 1 olan fonksiyonu gozoniine alalim. Bu
n_

fonksiyonun tanim kiimesi pozitif tam sayilar olmadigindan bir dizi degildir.

Dizinin tanim kiimesindeki bir n sayisina defer kiimesinde karsihik gelen
elemani a, ile gosterelim.Bu gosterimi dikkate alarak diziyi f:N — R,
f{n) =a, veya, fonksiyonlari belirticken sadece kurali vermenin yeterli
oldugunu diisiinerek, kisaca f(n)=a, ile gosteririz. Buna gore dizinin
elemanlan

.f(l) = a1, f(2) = a2, ooy f(n) = Qpy .

olarak yazilir. Bu siray1 koruyarak dizinin elemanlarin:

(a1, ag, ..y Qny ...
seklinde yazaniz. (a1, as, ..., Gn, ...) i kisa olarak (a,) ile gésteririz. Bundan
sonra dizileri {a,) ile gosterecegiz. Eger bir diziyl
(a’ﬂ) = (aly a2, ---y On, )
ile gbsterirsek aj, as, ..., @n,... ye dizinin terimleri diyecegiz. a; e dizinin

birinci terimi, ap ye dizinin ikinci terimi, ..., a, ye de dizinin n.terimi (veya
genel terimi veya dizinin kurali) adi verilir, Demek ki, dizinin tanim
kiimesindeki 1 e deger kiimesinde kargilik gelen degere dizinin birinei terimi, 2
ye kargihik gelen degere dizinin ikinci terimi, bu sekilde devamla, n ye kargilik
gelen degere de dizinin n.terimi adi verilir. Karsilikl terimleri egit olan dizilere
esit diziler, aksi durumda bu dizilere farkh diziler denir.

6.1.3. Ornek: Bir dizinin ilk bes terimi

11
1,2,3 =, -
b ) b 2’ 3
seklinde veriliyor. Buna gore
1

g =1a=2a3=3,a4==, a5 =

bo| =

yazilir. Diger bir dizinin ilk bes terimi de

olarak veriliyvor. Buna gire
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1

by=2,bp=1,b3=3, b= ,b5=3

b | =

yazihr.

Bu o6mekteki birinci ve ikinei dizinin yazilmayan terimlerinin esit
oldugunu kabul ederck bu dizilerin terimlerinden olusan kiimeyi sirasiyla A ve
B ile gosterelim. Bu iki kiime esit olmasina ragmen bu diziler (fonksiyon
olarak) esit degildir. Onun i¢in diziyi belirtirken dizinin elemanlan arasindaki
siralama olduk¢a Onemlidir. Hatta diziyi gosterirken kullandiimiz (,)
parantezler sanki, dizinin sirah bir sonsuz terimler toplulugu oldugunu vurgular.
Bazi kaynaklar, dizinin elemanlari arasindaki siralamanin neminin bilindigini
kabul ederek, dizinin terimlerini {, } parantezleri arasina yine siralamay:
dikkate alarak yazar.

Dizileri tam olarak belirtmenin en giizel yolu genel terimin bilinmesidir.
Aksi halde, genel terimi dikkate almaksizin, bir ka¢ terime bakarak diziler

hakkinda karar vermek yanlis olur. Ornegin ilk bes terimi
11

1,2 3 =, =

3 7 37 2 3 3

olan iki diziyi dikkate alalim. Bu terimlere bakarak bu iki dizinin esit oldugunu
séylemek dogru olmaz. Cinkit bu dizilerden birisi

1 11
1,2, 3, =, =, =
7 !3. 21 3!4’4!5}
digeri ise
1 1 11
9 24z
1, 2,3, 57 3,4, 5
olabilir.

6.1.4. Ornek: Asagida verilen dizilerin genel terimini, ilk dért terimini ve
onbesinci terimini yaziniz.

i (%) i, (2+(3)") i, (1+3)")

Coziim: i Dizinin genel terimi a, = m : dir. Tk dort terimi bulmak

icin n yerine sirastyla 1, 2, 3 ve 4 sayilanmi yazmak gerekir. Boylece
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1 2 a 3
a1 = —. Qg = — =, a4 =
1 97 2 31 3 4 4

. 15 .
bulunur. On besinci terimi bulmak igin ise n = 15 alinarak % elde edilir.

i, Dizinin genel terimi (veya kurall) a, =2 + (%)” dir. Ik dért terimi
sirasiyla
5917 33
24 8716
olarak bulunur. On besgincel terim ise genel terimde n =15 alinrsa

1
a5 =2+ (;)15 olur.

1 . o
iff. Dizinin genel terimi (1 + —)" dir. Ik d&rt terimi ise
7
9 4,
3 4 H

165
ditr. On besinci terim ise a5 = (B)l"’ dir.

Fonksiyonlar bahsini incelerken her fonksiyonu actk olarak ifade
edemeyecegimizi soylemistik. Onun i¢in kapall fonksiyon kavranum
tanimlamistik. Dizilerde de her dizinin genel terimini bulma imkanmmizin
olmadid: durumlarla karsilagimz. Bu durumda diziyi elde edebilmek i¢in dizinin
birinci terimi ve bu terim yardimiyla dizinin diger elemanlarini bulabilecegimiz
bir kural verilir. Buna dizilerin ardisik olarak tamimlanmas: adi verilir. Bunun
icin asagidaki Srmegi inceleyelim:

6.1.5. Ornek: Verilen sarti saglayan (a,) dizisinin ilk ddrt terimini
bulunuz.

i a1=3 ve n>1 igin ay,1=2a, i a=1 ve n>2 icn
+ 1 J

an =14 (/an

Coziim: i (a,) dizisinde n = 1 i¢in a) = 3 olarak veriliyor. n = 1 igin ise¢
verilen kural ay = 2a; olur. Buradan a; = 3 oldugundan a, = 6 bulunur. Bu
muhakemeye devam ederck
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n=2i9ina3=2a2=>a3312
n =3 igin g = 2a3 = a4 = 24

yazilir. Béylece dizinin biitiin terimlerini bulabiliriz.

ii, Yukandakine benzer muhakeme ile
n=1ign gg =1
n=2i¢n as =1+ /a1 =>a,=2
n =3 ig¢in a3=1+\/a2=>a3=1+\/§

n=4i¢n ay =1+ /as=>a4=1+ 1—1—\/5

bulunur.
Fonksiyonlar i¢in verilen bazi tammlar diziler i¢in yeniden ifade edelim.

6.1.6. Tanim: (a,,) dizisini g6zoniine alalim,

sunrh dizi denir. Swirh olmayan diziye ise sirsiz dizi adi verilir. Eger her n
i¢in a, < K olacak sekilde K sayist varsa (a,) dizisine iisten sinirly, k& < a,
olacak sekilde & sayis1 varsa (a,,) dizisine alttan smnirl: dizi denir.

i. Her nigin k < a, < K olacak gekilde K ve k sayilar varsa (an) dizisine

. Her n igin 6, < anyq ise (ay,) dizisine artan dizi, an41 < a, ise {an)
dizisine azalan dizi denir.

Bu tanima g6re smurl bir dizi hem iisten hem de alttan simrlidir. Aynca
M >0 olmak izere K =M ve k= — M olarak ahnirsa simnirhihZin
tamimindaki k < a, < K seklindeki esitsizlik lan| £ M sekline déniisiir.
Dolayisiyla bir dizinin smirh olmasim géstermek igin bu esitsizliklerden
herhangi birisinin dogrulugunun gésterilmesi yeterlidir. Diger yandan her n icin

a oo a .
~ <1 isediziartan ve —2— > 1 ise dizi azalandir.
Qn+1 In+1

6.1.7. Ornek: i Genel terimi ( — 1)* olan (a,) dizisini g6z6niine alalm.
Her n i¢in —1<a, (veya —5 <a,, — \/5 < Qp...vs) oldufundan bu dizi
alttan smirh, a, <1 (veya a, < 4, a, < 1000...vs) oldugundan iisten simirls
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bir dizidir. Aym zamanda bu smrl bir dizidir. Diger yandan bu dizi ne artan ne
de azalandir.

ii. Genel terimi a,, = % olan diziyi gbzéniine alahm. Hernigin 0 < a, <1
oldugu goriiliir. Dolayistyla bu, sinirh bir dizidir. Diger yandan her n i¢in

1 <1
a = — — =1
n+-1 n+1 n n

oldugundan (a,,) dizisi azalan bir dizidir. Bu dizinin hem azalan hem de alitan

siirh olduguna dikkat ediniz.

iii. Ardisik olarak tanimlanan

a1=\/5ven22iginan=\/2+an_1

{ap) dizisini goézoniine alalm. Bu dizinin artan oldufunu gostermek igin
tiimevarmm metodunu kullanacagiz. Bunun igin

Ch=Qp41 — Ok = \/ 2+ ap — Gk

dersek ¢, > 0 oldugunu gosterecegiz.

i k=1igin
01=0~2"“a1=\/2+\/_—\/§>0
olur.

ii. Bu esitsizligin £ = n — 1 igin dogru oldugunu kabul edelim. Yani
Cn—1 = Qp — Qp1 > 0

olsun.
iii. Simdide k = n igin dogru oldugunu gosterelim:

Cn=Onyl — Gp =/ 2+ Qp — g

2"*‘ . Un
= e o Ve e

2 + a, — a’

T V2t tan

. 2+an_(2+an—1)

V2% enta,
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=M_1_>0
VZ2+a,+a,

yazilir, Yani, a5, < a1 olur. Dolayisiyla bu dizi artan bir dizidir. Simdi de bu
dizinin sinirh oldugunu gosterelim. Pizinin verilisinden alt sintrin \/5 oldugu

agiktir. Ust smir ise
Vo vai vt =

egitlifinden yararlamlarak bulunur. Buna gére

2+\/2+\/2+\/2+---=m2

2+ =2z

ve buradan da

denklemi elde edilir. Boylece =2 ve z= —1 bulumur, 2= —1
olamayacafindan z = 2 almr. O halde, her n igin, \/5 < an < 2 oldugundan
dizi smrhdir. Bu dizinin hem artan hem de yukaridan smarls olduguna dikkat
ediniz.

iv. Genel terimi a, = ( — 1)"n? olan diziyi gézoniine alalm. Bu dizi ne
alttan ne de tisten simrhdir. Artan veya azalan bir dizi de degildir.

Alistirmalar

1. Agagida genel terimi verilen dizilerin itk drt terimini ve 20.terimini bulunuz,
i.a, =n? -2 it ap, = (3)" ifi. a, = (= 1)"n?

2. r bir sabit say1 ve a; dizinin ilk terimi olmak fizere a, = a; + (n—1)r
dizisine aritmetik dizi denir. Buna gbére asagidaki aritmetik dizilerin genel
terimini bulunuz.

hai=1la,=a1+(n—1) ii.alzé,an=a1—l—(n—1)%

3. Bir aritmetik dizide an, n.terim; a,, p.terim ve p < n olmak iizere = ortak
farkanin
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oldugunu gdsteriniz.

4. a1 =1, ap =1 V& Gnya = Gp + Gny1 ile tanimlanan diziye Fibnacci dizisi
denir. Bu dizinin ilk 15 terimini yazimz. Bu dizinin siurliligs hakkinda ne
stylersiniz?

6.2. Digilerde Limit

Daha once fonksiyonlarda limit kavranum inceledik. Bu incelemeyi
yaparken limf(zx) limitinden s6zedebilmemiz i¢in a nin f{z) fonksiyonunun
T—0

tamim kiimesinin vi@itma noktast olmasi gerektigimi vurgulamigtik. Dizilerin
limitinden sdzedebilmek igin yine aymi kurallar gegerlidir. Ancak N pozitif tam
sayilar kiimesindeki hi¢ bir eleman bu kiimenin yigilma noktas: degildir.
Dolayisiyla f(n) = a, kural ile verilen bir dizi icin @ € N olmak Uzere
limf(n) limitinden sozedemeyiz. Clinki a € N, pozitif tam sayilarin bir

n—a

yigilma noktast degildir. O halde sadece n — -+oc igin dizilerin limitinden
s6zedilebilir. Bu durumda limit tammn fonksiyonlarda verilen limit tanimindan
farkli olmaz.

6.2.1. Tamm: (a,) dizisini gbzontme alalim. Her £ >0 i¢in n > 7o
oldugunda ia, — a] < ¢ olacak sekilde bir (¢ a bagh) n, tam sayist varsa

n — + oo igin (an) dizisinin limiti a dir denir ve lim a, = o yazilir.
fi—r+00

Eger bu tamimda a, yerine f(n} yazarsak, fonksiyonlar igin bilinen limit
tanimim elde ederiz. Bilindigi gibi lim f(z) limiti olabilir veya olmayabilir.
400
Dizilerde bu limitin meveut olup olmamast oldukg¢a dnemlidir. Dolayisiyla bu
limitin mevcudiyeti dizileri iki 6nemli simifa ayirmamiza yardim eder.
6.2.2. Tamm: (a,) dizisini gozéniine alahm. Eger 1ir4r_1 an = a ise (an)
—-Fo0

dizisi @ sayisma yakinsiyor denir ve a, — a seklinde gosterilir. Bir sayiya
yakinsayan diziye yakinsak dizi, aksi halde 1raksak dizi denir.
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Bir dizinin yakinsakhk veya 1raksakhg1 dizinin karakteri olarak
adlandirtir. Eger bir dizinin limiti varsa, yani yakimsak ise limitin tanumima gore
her £ > 0 igin n > n, oldugunda

lan —al<e=a—c<a, <a+e

yazilir. Bir (a,) dizisini agik olarak (ay,as,..., an,, Gn 41, an 42, .. .} seklinde
yazarz. Eger a, — a ise tanima gore indisi n, dan daha biiyiik olan terimlerin
hepsi (o — €, a + £) agk araliginda kalir. Bir bagka deyisle, yakinsak bir dizinin
belli bir sayidan daba biiyiik indisli sonsuz sayidaki terimi a saylsinm &-
komsuluklarinda kalir,

6.2.3. Teorem: Genel terimi f(n) = a, olan diziyi gdzoniine alalim.
Ayrica farzedelimki her z > 1 igin f(z) tanimli olsun. Buna gére

i Eger hm f (z)=a 1se hm f (n) = a (diger bir gosterimle lim a, = a)

n—r-00
olur,
il. Eger lim f(x) = oo ise lim f(n) = oo (veya diger bir gosterimle
T—+0oa n——+co
lim @, = co) olur. .
n—+00

Yine bir dizinin limitini hesaplamada isimize yarayacak olan agagidaki
teoremi de verelim.

6.2.4, Teorem: Eger lim |a,| = 0ise lim a, = 0 olur.
n—++00 n—+00 '

6.2.5. Ornek: Asagida genel terimi verilen dizilerin karakterini belirtiniz.

2

. i . COs“n
L Q= — i oa, =1+ UL a, =n
) 3n
2n~1 . an
iv.a,=(—1)"w a, = vi. qp = —
e n!

Coziim: Bilindigi gibi dizinin karakterini belirlemenin yolu n — + oo
icin limit almmasidir. Limitin sonucunun belirli bir say1 olmas: durumunda
dizinin yakinsak aksi takdirde iraksak oldugu séylenir.

i lim a,= lim 1=0 oldugundan a, — 0, yani dizi yakinsak bir
n—400 T3 +-00 . . ]

dizidir.
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fi.

cos’n

lim a, = lim {1+ )=1

n—+oo n—+0 3=
oldugundan a,, — 1, yani, dizi yakinsaktir.
iiL.

lim a, = lim n= 4+
=100 n—-+400

oldugundan dizi raksaktir.
v,

RETOO( —1)"=1 veya n}irfw( -1)t= -1

olur. Belirli bir limit olmadigindan bu dizi yakinsak olamaz. Yani iraksaktir.

V.

lim =1 g
n—+oo g7

oldugu sezgisel olarak sdylenir. Dolayisiyla dizi yakinsaktir. Bu limitin bayle

2z —-1
oldugunu gdémek igin f(z) = mem fonksiyonunu godzoniine alahm.
L'Hospital kuralini uygulayarak
lim 2221 = im 2 =0
z—+oo  eT r—+toc et
elde edilir. Dolayisiyla
im 22t g

yazihr.

vi. Bu dizinin limitini bulmak igin pay ve paydamm karsilikhi terimierini
karsilastirmamz gerekir. n > 4 i¢in n! > 27 oldugu goriliir. Yani n — + o0
i¢in paydadaki ifade daha gabuk biiyiir. Dolayisiyla
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Tt

m a, = lim — =0
n—4+00 n—itoco 7]

yazilir. Yani dizi yakinsaktir. Hatta, daha genel olarak, herhangi bir sabit k&
say1s1 i¢in '

lim — =0
n—+oo 11l

yaziir.

Dizilerin yakmsakligina karar vermek igin yararlanacagimiz bir teorem de
asagida verilmigtir.

6.2.6. Teorem: i. Usten sinirh artan bir dizi yakmsaktr.
ii. Alttan smirh azalan bir dizi vakimnsaktrr.

6.1.7.0rnekteki #i ve #ii siklar incelenirse verilen dizilerin yakinsak oldugu,
bu teorein kullanilarak, goriiliir,

Simdi de limitin tammm kullanarak verilen bir saymin dizinin limiti
oldugunu gosterelim.

6.2.7. Ornek: Limitin tammmm kullanarak agagidaki limitlerin dogru
oldugunu gésteriniz.

. ' ‘ v o (1)
LRETW(Q—%)=2 u.ngar}oc NG =0

Coziim: i ¢ > 0 sayismn verildigini kabul edelim. n > np olarak alimirsa

1 1 1
Iﬂn—213|(2—;)“2|=§<“

2
L

olur.ja, — 2| < ¢ olmas1 istendifinden & = — diyebiliriz. Buradanr da
nO

1 ' e
Mg = ﬁ olarak bulunur. Her € > 0 igin n, sayisim bulabiliriz. Boylece
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1
lim (2 - —;) =2
n—+400 n=

oldugu goriiliir.
Burada eger € = 0.0004 verilirse n, = 50 olarak buluruz. Buradan sunu da
soyleyebiliriz: Verilen dizinin terimlerini g6zoniine alirsak 2 nin 0.0004-

komsulugunun disinda kalan terimlerinin sayis1 50 tanedir.

ii. ¢ > (0 verilsin. n > ng olarak alinirsa

|an — 0] = |an| I( = | < 1,-—
In — = | _— =
" " \/E \/7_1- Mo
. - 1 . 1
yazilir. |a,| < € olmas: istendigine gore € = T alimir. Buna gire n, = —
Mo g?

olarak bulunur.

Burada eger £ = 0.0004 verilirse n, = 6 250 000 olarak buluruz. Buradan
sunu da s8yleyebiliriz: Verilen dizinin terimlerini gézdniine ahrsak 0 in .0004-
komsulugunun disinda kalan terimlerinin sayist 6 250 000 tanedir.

Bu iki 6medi gbzdniine aldigimizda ¢ nun aym degeri i¢in birinci ve ikinci
tmekte bulunan n, sayisiun farkli degerde oldugu karsimiza ¢ikmaktadir, Buna
bakarak birinci érnekteki yakinsamanin ikinei omekteki yakinsamadan daha
hizh oldugu goriiliir. Yani, dizinin yakinsadigi noktamin belli komsuluklar:
disinda bulunan terimlerin sayist ile yeni bir kavram tamimlamis oluyoruz. Bu
komsuluklar disinda ne kadar az terim bulunursa yakmsamann daha izl
oldugu s&ylenir.

Alhstirmalar

1. Genel terimi a, = % olan bir dizinin limitini bulunuz. Bu dizinin karakteri

hakkinda ne soylersiniz? Ayrica (a,) dizisinin kag terimi 2 nin %

40
komsulugunun disinda bulunur?

2. Asagda genel terimleri verilen dizilerin karakterini belirtiniz.

. .. a_
ia,=n?—1 il an = & fil. an = &
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iV, G = 00 Voan=(—1)"+2 Vi, = 5L
vil.a, = & vili. g, = £ ix. a, = 122
16.3. Seriler

Bize 1, 2, 3, 4 sayilan verildiginde 1+ 2+ 3 + 4 isleminin bir anlamu
oldugu bilinmekte ve 1+ 2+ 3 + 4 = 10 yazilir. Verilen sayilar sonlu sayida
ise yine bu iglemin bir anlamu oldugunu ve islemin yapildigim goriiriiz. Eger
terim sayist sonsuz olursa yukarida yaptlgnmz toplama iglemi gegerliligini
kaybeder ve bu sonsuz terimin toplam ile neyin kasted11d1g1 agiklanmahdir. Iste
bu baghkta a3, as, ... sayilar olmak tizere a; + ap 4 -- - sonsuz toplamimn ne
anlama geldigini inceleyecegiz. Bunu yaparken dizilerden istifade edecegiz.

6.3.1. Tanim:
ay+as+ - Fap+ -

ifadesine seri denir. a1, as, ... sayilarina da serinin terimleri ad1 vertlir.

Bu seriyi gdstermek icin

a1+a2+---+an+---=2an
n=1
veya
a+ag 4+ Fdap+ Zaﬂ

kullamilir. Burada su noktayr vurgulamarmmz gerekir: > semboliinde
kullandigimuz indislerin 1 den baslamas: gerekmez. Hatta bazi durumlarda bu
indisi sifirdan da baslatabiliriz. Eger indis yazilmamssa sifirda dahil olmak
iizere a,, nin anlamh oldu@u en kigiik indisten baglanir. Ornegin

1
> om

denirse a, = =, n = 0 ve n. = 1igin tammli olmadigindan

Inp?
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ahmir. Diger yandan

x 1 11 o
§n2+1=1+§+3+--- ve Zn=5+6+---

n=>5

geklindeki seriler ile de karsilasinz.

Simdi de seri dedigimiz ve sembolik olarak toplam gibi goriilen bu

o0

ifadenin ne anlama geldigini inceleyelim. g @, serisini gozdniine alalm, Bu
n=1

serinin terimlerinden

81 = Q1
82 =ay + as
Sz =ay -+ as+ag

Sn= a1+ 0zt e+ ag

n
yazilarak (s;,) dizisini elde ederiz. s, genel terimi kisa olarak s, =3 a;

i=1
seklinde yazilir. [ste bu (s,) dizisine, verilen serinin kismi toplamlar dizisi
denir. Bu diziden faydalanarak verilen serinin ne anlama geldigini izah
edecegiz.

o.=]
6.3.2. Tamim: } a, serisi ve bu serinin (s,) kismi toplamlar dizisi
n=1

o0
verilsin. Eger (s,) kismi toplamlar dizisi bir s sayisina yakmsiyorsa > ay, serisi
n=1
de s sayisina yakinsiyor denir ve

20
E a, = §
n=1

olarak yazilir. Bu s sayisina serinin toplam: denir. Bir saytya yakinsayan seriye
vakinsak seri, aksi halde raksak seri ad: verilir.
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o0
Bu tanima gore E @, = § olmasi demek sonsuz tane saymun toplanmast

n=1
ile s sayis1 elde ediliyor demek degildir. Bunun anlarm yukandaki tanimda
agiklanmistir. Bundan sonra kargilaghmmiz zaman bu anlami  daima
hatirlayacagiz. Yine bu tanima gore waksak seri bir toplama sahip degildir. Bir
serinin yakmsak veya iraksak olmasina serinin karakteri denir.

6.3.3. Ornek: Asagdaki serilerin karakterini belirleyiniz ve toplamini
bulunuz.

DY >
Ly ——ii Y (—1) iy 1=1+1+---
n=1 TL(TL-I— 1) n=1 n=1
Coziim: i Ik 6nce

_ v _r_

nin+1) n n+l

dir. Bundan yararlanarak verilen serinin kismi toplamlar dizisinin tegkil
edebiliriz:

1
31:1—5
1 1 1 1
(1) (==Z)=1-2
50 =1 2)-|-(2 3) 3
I N 11 1
=g G PTG =
olur. O halde kismi toplamlar dizisinin genel terimi s, =1 — T dir. Buna
gire
ti = lim (1 ! )=1
n—l*r-gloosn_n—{r-ll:loo( —n+1 -

oldupundan kismi toplamlar dizisi 1 sayismna yakinsar. Dolayistyla verilen seri
de yakinsak olup toplami, kismi toplamlar dizisinin yakinsadifi, 1 olur. Yani,
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dir.

fi. Bu serinin kasmi toplamlar dizisi
{sn)=(—-1,0, — 1,0,..)
seklinde olup nEIJlrlDaSﬂ limiti yoktur. Ciinkii n — -+ oo igin s,, 0 veya —1
olmaktadir. Dolayistyla kismi toplamlar dizisi 1raksak oldugundan verilen seri

de 1raksak olur.

iii. Verilen serinin kismi toplamlar dizisinin genel terimi s, = n dir.

liIP Sp = + co oldugundan (s,) kismi toplamlar dizisi ve dolayisiyla verilen
n—+40o0

seri wraksaktir.

6.3.4. Tamum: g # 0 olmak iizere
+oo
D ar" = atartart 4o+ ar® 4o
n=0

serisine, r ortak ¢arpanli, geometrik serl denir.

Bir geometrik serinin yakisaklik ve wraksaklig: ile ilgili sartlar ve eger
yakinsak ise toplaminmn ne oldugu asaZidaki teoremde verilmistir.

+00
6.3.5. Teorem: > ar” geometrik serisi verilmis olsun.
n=0

i. Bger [r| > 1 ise geometrik seri aksaktrr.

ii. Eger 0 < |r} <1 ise geometrik seri yakinsaktir ve sayisina

yakinsar.

Ispat: Verilen geometrik serinin kismi toplamlar dizisinin genel terimi
Sp=a+ar+---+ar" dir. Simdi bu genel terim ile rs, = ar -+ ar® + ---
+ ar™*1 ifadesini taraf tarafa gikanrsak r % 1 olmak tizere
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1— ,r.n+1
(1~71)sp =a{l —r""1) veya s, =a~————
1—7r
bulunur.
i |r| > 1ise n — + oo igin r**! sinirsiz ve (s,.) dizisi de waksak olur. |
. 1— ( _ l)n-'rl . o .
r= —1ise 8, = a———~—— olur. n tek ise s, =0; n ¢ifi ise 5, =a

2
olacagindan seri yine iraksak olur. r = 1 ise s, tanimsiz olur. Verilen geometrik

seride » = 1 alimirsa elde edilen serinin kismi toplamlar dizisinin genel terimi
sp = (n+1)a ve n— + oo i¢in s, — oo olur. Dolayisiyla bu durumda da
seri waksak olur. Bu ii¢ durumu |r| > 1olarak gosteririz ve bu durumda seri
waksaktir deriz.

olur.

. . a
ji.|r| < 1ise n— + oo icin 7™ — 0 ve dolayisiyla s, — 1

Biylece verilen seri yakimsak ve

400 " a
E ar = 7
n=0 -r

bulunur.

6.3.6.0rnek: Asagidaki serilerin yakinsak olup olmadigm arastirmiz. Eger
yakinsak ise toplamimi bulunuz.

Com 1\ .. Eon
i Z 3 i 2_33
1==0 n=1

Céziim: i Verilen seri bir geometrik seridir. r = % < 1 oldugundan seri
vakinsaktir,

. - 1— (%)nﬂ
k1] 1 _%
ve
1— 1yn+1l 3
lim s, = lim —(3)1—“ = —
n—+00 n—+oo ] — 3 2

~ bulunur. Dolayisiyla verilen seri yakinsak ve
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() -3

dir.

il. Verilen seri bir geometrik seri ve r = 3 > 1 oldugundan raksaktir,
6.4, Serilerin Yakinsaklik Kurallarx

Bir serinin toplamindan sozedilebilmesi igin o serinin yakinsak olmas
gerekir. Her serinin karakterini belirlemek ve yakinsak ise toplamim bulmak
kolay bir is degildir. Yakinsaklig: belirleyebilmek icin baz kurallar vardir. Bir
serinin yakinsak oldugu gosterildiginde, aslinda, toplammin varhig1 gésterilmis

olur, ancak toplamunin ne oldugu sorusu, ¢ok 6zel durumlar haric, cevapsiz
birakalir,

6.4.1. Teorem: i. Eger ) a, serisi yakinsak ise Iilzl tn, = O dir.
n—T0oC

n. Eger lim a, # Oise >_a, serisi rraksaktr.
n—-+00

Ispat: i. 3 a, serisi yakinsak oldugundan (s;) bu serinin kismi toplamlar

dizisi olmak tizere lim s, =s dir. s,=a;+a+---+a, ve
n—-t-oo

Sp_1 =01 +ag + - + an.q oldugundan Sp — Sp-1 = Qp
yazilr. lim s, = lim s,_; ve dolayisiyla lim @, = 0 bulunur.
i—=4-00 n——+0a n—+00

ii. 1 nin ispatina benzer olarak yapihr.

Bu teoremden sonra su yanlis anlama olmaktadir: lim a,, = 0 ise seri
At o

yakinsak olur. Tekrar hatrrlatahm ki bu dogru degildir. Eger liI-P 1, = 0 ise
N——T00

serinin karakteri hakkinda bir sey sdylenemez, vani seri yakinsakta olabilir,
wraksakta olabilir.

o0
6.4.2. Ornek: &. 3 -2 serisinin karakterini belirtiniz.
n=0
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oG

il. Y a, serisinin yakmsak oldugu bilindigine gore HI_’I'_’I 6, limitini
=] n—+00

bulunuz.

Caéziim: i,

. . 3n
lim a, = lim =
A—+00 n—+oon + 1

oldugundan verilen seri raksaktir.

i. Seri yakinsak oldugundan lim a, = 0 olur.

420

Pozitif Terimli Seriler: Bir seri verildigi zaman terimlerinin pozitif (veya
negatif) olmasma gore seriye pozitif (veya negatif) terimli seri ad: verilir. Bir de
terimleri hem pozitif hem de negatif olan seriler vardir. Bu tip serilerin dzel bir
cesiti daha sonra incelenecektir. Simdi pozitif terimli seriler i¢in yakinsaklik
kurallarim inceleyecegiz.

6.4.3. Teorem (Integral Kural): f, [1, +oco) arahiginda azalan ve bu

aralikta pozitif degerler alan bir stirekli fonksiyon olsun. Ayrica n =1, 2, ...
i¢in f(n) = @, oldugunu farzedelim.

+00
i. Bger [, f(z)dz yakmsak ise 3 a, seriside yakinsaktr.

=1

+o0
ii. Eger [;'*° f(z)dz waksak ise " a, seriside wraksaktir.
n=1

Ispat: 6.4.1. Sekli gdzdniine alalim. Buradaki birinci ve ikinci sekildeki
dikdbrtgenlerin alanlarinin ayr ayri toplamai sirasiyla

n-—1 n—1 n n
ST =Ya ve > f@) =) ai
i=1 i=1 i=2 =2
olarak yazilir. Gergekte y = f(x) efrisi, z-ekseni, x = 1 ve z = n dogrulari ile

smirlanan seklin alam
/ flx)dz
1

olur. O halde
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mn n n—1
ZCL:‘ < / f(.’l?)d.’E < Zai
1 i=1

g2

veya kismi toplamlar dizisinin genel terimi cinsinden

Sp—a; < / f(@)dz < s, —ay (*)
1
yazilir,
¥] i
N AN
Z nfn % T 23 n-in X
6.4.1. Sekil
+0oc
i. f,[1, +oc0) arah@inda pozitif oldugundan Y a, serisinin (s,) kismi
n=1
toplamlar dizisi artan bir dizidir. Simdi bu (s,) artan dizisinin tsten smrh
e
oldugunu gdsterecegiz. f(z)dz integralinin bir I degerine yakinsadif

1
kabul edilirse, (*) esitsizliginin s, — a; < [J" f(z)dz kismindan dolays,
Tl
Sp g/ fz)de+a=T+a
1

olur. Yani (s,) kismi toplamlar dizisi tisten simrhdir, 6.2.6. Teoreme gére (s,)
kismi toplamlar dizisi yakinsak ve dolayisiyla verilen seri yakinsak olur.

fi. (6.1) esitsizliinden

/ﬂf(:c)d:c < 8y
1
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yazilir. f1+°° f(z)dz integrali raksak oldugundan Iigl 8, = + oo olur. Yani,
(s) kismi toplamlar dizisi ve dolayisiyla verilen seri raksak olur.
6.4.4. Ornek: Asafidaki serilerin karakterini belirlemek i¢in integral

kuralimin uygulantp uygulanamayacagim gdsteriniz ve bu serilerin karakterini
bulunuz.

oo, s, I +o0
Ly : ii. E — iii. E .y n?
—1 —e “=nlnn 1

Coziim: i a, = f(n) = L oldugundan f(z) = 1 dir. f siirekli, z > 1 i¢in
azalan ve pozitif deger alan bir fonksiyondur. Dolayisiyla verilen serinin
karakterini belirleyebilmek igin integral kuralini kullanabiliriz.

400 b

1
/ ldat:= Hm f —dz
1 T b—too 1 T

B
= Jim (Inm| )
b=+ 1

= + o0
oldugundan integral iraksaktir. Dolayisiyla verilen seri mraksak olur.
Bu

=1 1 1
Z—:1+_+...+m+...
—n 2 '

serisine Aarmonik seri adt verilir, Gériildiigii gibi harmonik seri raksaktir.

ii. f(z)= ze™*" dir. Bu fonksiyon z > 1 igin pozitif degerli ve siireklidir.
Diger yandan z > 1 igin

Flz)=e*(1 -2 <0
oldugundan (1, + oo) aralifinda azalandir. Boylece integral kuralim
uygulayabiliriz.
+00
g, 1
/1 ze tdr = %

olur. O halde integral yakinsak oldugundan verilen seri de yakinsaktir,
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iii. f(zr) = = dir. Bu fonksiyon 2 > 2 icin pozitif degerli ve siireklidir.

— zIng

Ayricaz > 2 ig¢in

f'"(x): _"lim__l:._];.(()

(zln x)?

oldugundan [2, + o) aralifinda azalandir. Ote yandan

-+ 1 I 1
/ dr = lim f dr = + ¢
2 zlnz ztoe fy xinz

oldugundan integral iraksak dolayisiyla verilen seri iraksak olur.

iv. f(z)=gz* fonksiyonu z > 1 icin strekli pozitif degerli bir
fonkstyondur. Ancak [1, - co) aralifinda fonksiyon artan oldugundan verilen
serinin karakterini belirleyebilmek i¢in integral kurali uygulanamaz. Bu serinin
karakterini belirleyebilmek i¢in 6.4.1. Teorem uygulanabilir. Buna gore

lim n? = +
N—40C

oldugundan seri raksaktir.
6.4.1 ve 6.4.3. Teoremlerin bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz:

6.4.5. Teorem (p-serisi Kuraly:
+o0 1

»
n=1 n

serisini gozoniine alalim. Eger p > 1 ise seri yakinsak, p < 1 ise seri iraksaktir.

Ispat: p>1 ve 0 < p <1 igin integral kurah uygulanr. p < 0 icin ise
6.4.1. Teorem kullanilir.

. +o0

6.4.6. Ornek: i %; serisini gbzoniine alalim. Burada p=2>1
n=1
oldugundan seri yakinsaktir.

+2G
ii. Zlﬁ serisini gézoniine alalim. Burada p =} < 1 olduundan seri
n—=

raksaktir.
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Simdi de karakterini bildigimiz bir seri yardmu ile, verilen bir serinin
karakterinin belirlenebilimesi i¢in bir kural verecegiz.

6.4.7. Teorem (Karsilastuma Kuraly): > a, ve > b, pozitif terimli iki seri
olsun.

i. Eger > b, serisi yakinsak ve her n» i¢in a, < b, ise > a, serisi de
vakimsaktir,

ii. Eger > b, serisi wraksak ve her n igin b, < a, ise > a, serisi de
iraksaktir,

6.4.8. Ornek: Asagidaki serilerin karakterlerini belirtiniz.

L 23+3n ii. ZS‘“” 7 ZT—

n=2

Coziim: L Serinin n.terimini alalim.

1 1

<
343 3

1
yazilir. 3— yakimsak oldugundan verilen seri de yakinsaktir.

&Ms

ii. Birinciye benzer olarak

sinn 1
n? = n?
yazilir. ZE bir p-serisi olup p = 2 > 1 oldugundan yakimsaktir. Dolayisiyla
n=1
+c0 2
z n2n serisi yakinsak olur.
n=1 K

i m > 2icin




" 442 6. Bsliim

+o0
olur. Zﬁ bir p-serisidir ve p = 5 < 1 olduundan wraksaktir. Dolayisiyla
n=1

b=

verilen seri de raksak olur.

6.4.9. Teorm (Limit Kargilastirma Kurali): > a, ve Y b, pozitif terimli iki
seri ve

. [
Hm = =L
n—r+oc bn

olsun. Eger :
L 0 < L < + coise her iki seri va yakinsak veya wraksakfir.
ii. L = 0 ve >_b, yakinsak ise > a, seriside yakinsaktir.
iii. L = + oo ve y_by, waksak ise > a, seriside irasaktir.

6.4.10. Ornek: Asagidaki serilerin karakterini belirtiniz.

. IXsinZ I cosk Y, L
i E z i, E z iii, E T
= n —~ n ~=dn® + 3n
. sing 1 . ..
Coziim: . a, = ve by = — alalm. >_b, serisi yakinsaktir. Simdi
n n
limit karsilagtirma kuraling uygulayahrrll:r
s P——
. a . = . smZ
lim — = lim == lim L=
n—+406 Oy n—4-00 — n—+oe =
n= n
00 T
7 > 0 ve ) _b, yakmsak oldugundan g % seriside yakinsaktir,
n=] n
. cos? 1 .. .
I a, = ve b, = — alalim. > _b, serisi iraksaktir. Diger yandan
n
a cosZ -
lim —= = lim 17— = lim cos—~ =1
n—+20 Oy n—-+20 by n—+00 T

bulunur. 1 > 0 ve >"b, serisi rraksak oldugundan verilen seri de waksakur.

VAL ) 20 ) n
ne ve b, = e} alalim. lm % # 0 oldugundan > b,

Ye—+0C

il an = ———
" 4n® -+ 3n
serisi wraksaktir. Diger yandan
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olur. I > 0ve )by serisi iraksak oldufundan verilen seri raksak olur.

Kargtlagtuma yapacagimiz seriyi secerken verilen serinin n. terimini de
dikkate aliyoruz. Bu durumda pay ve paydada n nin en biiyiik kuvvetini ihtiva
eden terimler hari¢ digerlerini ihmal ediyoruz. Asapidaki drnekleri inceleyiniz:

Verilen seri Karsilastirma serisi Sonug
+oo 1 +co 1 i
Y g e Her iki seri yakinsak
=1 n=1
too +o0 . )
> Her iki seri wraksak
;;3?1—2 n
n=1 n=1
—+o0 +00
L1, m=34 Her iki seri yakinsak
5o n® n? Y
n=1 n=1 n=1
+oc ﬁ +001 . i
Z M= =32 Her iki seri 1raksak
;;n"‘—l- n3 7
n=1 n=1
+oo
6.4.11. Teorem (Bolim Kural): an >0 olmak lizere ) a, serisini
n=1

g0zoniine alalim.

. Ontl
lim === =1
n=++00  (p

olsun. Eger

+oo
i. L < lise Y a, serisi yakmsaktir.

n=1

o0
ii. L > 1ise ¥ a, serisi wraksaktir.
n=1
iii. I = 1 ise bu kural serinin karakteri hakkinda bilgi vermez.

6.4.12. Ornek: Asagidaki serilerin karakterini belirtiniz.



+00 gy +00 an
, 3" .. 2" e T2 LR
i — if. — 172 5 v I
;n[ n=1 n3 Tl;—ln RZ—ln
y 1 N 1.3 + 1.3.5 n 1.35.-.(2n—-1)
"3 36 369 3.6.9.---3n
k3 3n+1
Ciziim: i Verilen seride a, = % dir. Buna gore a,,1 = m olur.
3n+l
lim 22 = fim &2 (___?’ﬂ+1 ”_’) —
n—tx @,  n—te & n—+cc” (n + 1)! 37

bulunur. Dolayisiyla L = 0 < 1 oldugundan verilen seri yakinsakirr.

n 2n+1
ii. Verilen seride a, = — dir. a,,; = ———— olur.
T n3 n-+ (TL + 1)3
—2?;1-— gn+l 3
. Qnyl . (ntIPE . 1
lim = = iy 2 )= 2
n—-+a (i n—tos n—+oc (0 4+ 1)3 27

bulunur. L = 2 > 1 oldugundan verilen seri iraksakuir.

iti. Bu seri igin de

. [s o | . n
lim == = Tim ( ¥=1
n—+oc @, n—+o0 1+ 1

olur. Dolayisiyla boliim kural: bu serinin karakteri hakkinda bilgi vermez. Bu
serinin yakmsak oldugu diger kurallann uygulanmas: ile gériilebilir.

iv. Verilen bu seri i¢in

. Qn4] . n 1
lim —— = lim ( yr==
n—+00 (Ap n—+oo 1+ i

1
olur. L = ~ < 1 oldugundan seri yakinsaktur.
e

v. Tlk 6nce

Got1 _ 1.3.5.--.(2n—1)(2n+1) 3.6.9.--3n  2n+1
an  3.69.--3n(3n+3) 135--(2n—1) 3n+3
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dir. Buna gbre

. 127N | 2
lim —+ =2
n—too G 3

olur. L = £ < 1 oldugundan verilen seri yakmnsaktir.

6.4.13. Teorem (K6k Kurali): a,, pozitif terimli bir seri ve

lim ¢/a, =L

n—+00

olsun. Buna gdre,
i. I < 1 ise seri yakmsaktir,
ii. L > 1 ise seri waksaktir.

iit. I == 1 ise bu kural serinin karakteri hakkinda bilgi vermez.

6.4.14. Ornek: Asagidaki serilerin karakterini belirleyiniz.

+00 20 +oo 3 400
. Xe . o= em
A E — i, E 3n iii, > arcsin2
=1 ¥ n=1 7=l

2n
PR . . . .. e .
Céziim: i Verilen serinin n.terimi a, = — dir. O halde
n

2

€
lim +/ea,= lim — =20
n—+00 n n—+o00 1,

bulunur. L = 0 <1 oidugundan verilen seri yakinsaktir.

n3
il an = n oldugundan

3 3/n

n Vel
lim ¢/a, = lim ¢/ —= lim
n—too ¥ ©  a—too¥ 3*  n—too 3

yazilir. Bu son limiti 1'11}_1 %’z seklinde yazip daha &nce gordiiglimiiz belirsiz
T—1-00

hallerin limitlerinde kullandigimz tekniklerden istifade ederek hesaplarsak

B 3z 1
mEToo 5= =3 Ve dolayisiyla
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E— _

lim L
n—t%0 3 3

olarak buluruz, L = % < 1 oldugundan verilen seri yakinsaktir.

fif. a, = arcsin 2™ dir.
L
/a, = (arcsin 27"}n
1

. . e T - - . ey
olur. lim (arcsin27*})= limiti hesapladigimiz zaman lim (arcsin2 =35
T—+00

T—-too

bulunur. Dolayisiyla

SR

lim (arcsin2 ")+ =
n—+0
olur. O halde verilen seri yakinsaktir,

Alterne Seriler: Bu baghk altinda ardisik terimleri degisik isaretli olan
serilerle ilgilenccegiz. Bu serilere alterne seri adi verilir. Buna gore, alterne
seriler a, > 0 olmak iizere,

+00
Z(—l)”anz —a1+ay—az+---+(—1)a, +---
n=1

veya

400
Z(—l)”“an:a1—ag—l-ag——---—I—(-—l)"‘+1an+---

=1

seklindedir. Ornegin

¥ 1 1 1 1
_1n+1 il — _ = . H1ﬂ+1__ .
;( ) (n) 1=5+3 + (-1t

serisi bir alterne seridir. Bu seriye harmonik alterne seri adi verilir. Diger
yandan

- I 1 + 1 4 1 1 +
2 3 4 5 6
bir alterne seri degildir. Ciinkii, ardisik terimler olan 1 ve %, ayni sekilde 43,
isareti degismediginden bu seri alterne seri olamaz.

in

=
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Alterne serilerin yakinsakligi ile ilgili asag1daki teoremi verebiliriz.

“+o0 +o0o
6.4.15. Teorem: @, > 0 olmak lizere } (- 1)"a, veya . (—1)*+lg,
n=1 n=1

alterne serisi verilsin. Eger
i Hernicin apyy < ay,

if. lim a, =0
nt—+00

oluyorsa verilen alterne seri yakinsak olur.

Bu teoremle her alterne serinin yakinsakhgi belirlenemez. Asagidaki
ornekleri inceleyelim.,

6.4.16. Ornek: Asagidaki alterne serilerin karakterini belirtiniz.

+ +oc +o0
i ZOO( —1)m+1(1) iy, (- 1)mH(ai i, 5" (- 1)"+1(§§;_%)
- n=1 n=1

Coziim: L. a, = % dir. 6.4.15. Teoremi nygulamaya galisalim:
1. Her n igin

a. = L <1—a
n+1—n+1 — Umn,
2.
lim — =0
n—+oon

oldugundan verilen alterne seri yakinsakiir.

fi. Bu alterne seride a, = % = (1 + 1) olarak yazilir. 6.4.15. Teoremi
uygulamaya galigalim:
1. Her n igin

1 1 1 1
tn1 = 51+ =) < 5(1+ ~) = an,
11 1

i = -
n—1>I-il-]oc 2n 2

olur. 6.4.15. Teoreme gore bu serinin karakteri hakkinda birsey sdylenemez.
Ancak 6.4.1. Teoreme gore
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1

n—+oo
oldugundan verilen seri raksaktir.

iii. an, = 25 olarak verilmistir.
3z+2

1. @ne1 < @, oldugunu géstermek igin tiirevi kullanacagiz. f (z) = 35
oldugundan

— 1227 — 162 —9
(422 — 3)2

fia) =

bulunur. f/(z) fonksiyonu tammb oldugu kiimedeki her z icin negatif
oldugundan f{z) fonksiyonu bu kiimede azalandrr. Dolayisiyla her n icin
Gpal = Gy dir.

2.

) 3n+ 2
Jim e =0

olur. Dolayisiyla verilen alterne seri yakimnsaktir.

Mutlak ve Sarth Yakinsaklik: Konunun daha iyi kavranabilmesi i¢in bir
+oo +oc
srmekle baglayahm. 3 (= 1)"1(1) ve 31 serilerini gézontine alalim. Bu
n=1 n=1
serilerden birincisinin yakinsak, ikincisinin iraksak oldugunu gordilk. Dikkat
edilirse ikinci seri, birinci serinin terimlerinin mutlak degeri alinmis halidir.
+20 +o0
Diger yandan 5 ( — 1)1 (%) ve Y 2 serileri g6zdniine alinirsa her ikisinin
n=1 n=1
de yakmsak oldugu gériiliir. Burada da ikinci seri, birinci serinin terimlerinin
mutlak degeri almmis halidir. Demek ki Y a, ile ) _|a,| serilerinin karakterleri
ayni veya farkh olabiliyor.

6.4.17. Tamm: 3 a, serisi verilsin. ) |a,} serisi yakinsak ise > g
serisine mutlak yakinsak seri; S a, yakmsak ancak > |a,| waksak ise > a,
serisine sartli yakinsak seri ad1 verilir.

S iay| serisi pozitif terimli bir seridir. Dolayisiyla verilen > a, serisinin
mutlak yakinsak oldugunu gosterirken poxzitif terimli seriler igin verilen kurallar
aynen uygulanir, Bu uygulamay: yaparken serinin genel terimi olarak lan|
ahnir.
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6.4.18. Terem: ) _|a,| serisi yakmsak ise 3 a, seriside yakimnsaktr.

Bu teoremi soylede ifade edebilirizz Mutlak yakinsak seri yakimsak bir
seridir. Bu ifade bize yakinsaklik ile mutlak yakinsaklik arasmdaki tligkiyi verir.

6.4.19. Ornek: Asagidaki serilerin mutlak veya sarth yakinsak olup
olmadifim arastiriniz.

400 +00 +oe
. PR%: e (=1)"*! s o
LY (—2 i, ¥ . Hi Y Vo
n:l( 5) n=1 n n=1V"

+o0 n +o0 n
Cozim: i Z‘/(—%)' = > (%)"olur. Bu seri de, ortak garpam
n=1 n—~1

r= % < 1 olan, yakinsak geometrik bir seridir. Dolaysiyla verilen seri mutlak
yakinsak bir seri olur.

N A — ﬁ i¢in azy1 < ap ve lim @, = 0 oldufundan verilen alterne
n—4o0

+00 .
seri yakmsaktir, Ancak > ﬁ, p= ~21- < 1 olan bir p-serisi olup iraksaktir. O
n=1

halde verilen seri sartli yakinsak bir seridir.

fil. Bu serinin karakterini @ nin durumuna gore irdeleyecegiz. Verilen
serinin mutlak yakmsakhgm inceleyelim. Yani

serisi o mn hangi deBerleri icin yakinsak oldugunu aragtiralim. Burada

an = l%’ dir. Boliim kuralim uygularsak

a,n+l

. a N vy n '
lim = iy YRt (a,/——l = |o]f
n—+o0 @, nastoeo | ot n41
v

bulunur. Buna gore, Jaj < 1 ise verilen seri mutlak yakinsak; || > 1 ise verilen
seri wraksak olur. {a| =1 igin bu kural ile herhangi birsey soylenemez. Onun
igin bagka bir yoldan giderek |a| =1 durumunu’ inceleyelim. Bilindigi gibi
|e| =1ise @ =1 veyax = — 1dir. @ = 1 igin verilen seri
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=1
NG
olur. Bu p = % olan bir p-serisi olup wraksaktir. o = — 1igin
2 (- 1)
NG
seklinde bir alterne seri olur. Bu alterne seri yakimsaktir. Ancak bu seri mutlak
yakinsak degildir. O halde o = — 1 igin verilen seri sartll yakinsaktir, Cozimii

kisaca soyle Ozetleyebiliriz: Verilen seri, —1 < & < 1 igin mutlak yalansak;
a = — 1 i¢in sartli yakmsak ve ¢ min diger durumlan igin waksaktir.

Seriler Uzerinde Islemler: Seriler ile yapilacak islemleri maddeler halinde
siralayalim:

1. Yakmsak seriler ile terim terim toplama, terim terim gikarma islemleri
yapilabilir ve elde edilen yeni seriler de sirasiyla serilerin yakinsadif1 sayilann
toplamna ve farkina yakinsar. Yani

+o0 +o0
Eanzsve Ebnzs’
n=1 n=1

serilert igin
+o0 too

Z(an-I—bn) =s5+35 ve Z(an——bn) =s5—4§

n=1 n=1
olur.
Bu ozellik kullarlarak bir seri igin asafidaki diizenleme yapilabilir.
Mutlak yakmsak bir seri gézoniine alalim. Bu seri
a—b—c+d+e+f—g+--=3s

olsun. Burada a, b, ¢,... pozitif sayilardir. Bu serinin pozitif ve negatif
terimlerini alarak

a+0+0+d+e+f+0+--=5
0+b4+c+0+0404+g+ =382
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seklinde pozitif terimli iki seri yazabiliriz. Birinci seriden ikinci seriyi terim
terim ¢tkarirsak yukarida verilen seri elde edilir. Bu durumda da s = 8; — 82
olur. Bu iglemin sadece mutlak yakimsak seriler i¢in dogru oldugunu
unutmamak gerekir. Egera —b—c-+d + e+ f — g+ --- serisi sartli yakmsak
olsaydi

a+0+0+d+e+ f+0+---
0+b+c+0+0+0+g+--

serilerinin her biri 1raksak olur (sonsuza yakinsar). Serinin sartl yakinsakligt bu
sonsuzlar arasindaki demgeye baglidir. Yani, toplamlarm kendileri sonsuz
olmasma ragmen kismi toplamlar arasindaki fark sifira yaklagabilir.

2. Yakinsak bir seri bir & sayis1 ile terim terim garpilirsa, elde edilen yeni
seri birinci serinin yakinsadigl sayinmn k katina yakmsar. Buradan sunu da
sOyleyebiliriz: Bir seriyi bir say1 ile ¢arpmak serinin karakterini degistirmez
(ancak toplammu degistirdigini unutmayahm).

3. Yakisak serinin terimleri keyfi gsekilde gruplandirilabilic ve bu
gruplandirma sonucunda elde edilen yeni seri verilen serinin yakinsadig1 sayiya
yakinsar. Yani,

a1tataztastas+agt+art+agt---=3
ise
(a1 +a2) + a3 + (as + o5 + ag) + (ar +ag) +--- = s

olur.

Eger seri raksak ve s == co ise keyfi sekilde gruplandirma ile elde edilen
seri 1raksak olur. Ancak, eger serinin iraksaklif Iirjx 8, limiti birbirinden
n—-oo

farklr sayilar olmas: ile belirleniyorsa, gruplandima ile elde edilen seri
yakmsak veya iaksak olabilir. Yakinsak olmas: durumunda  toplam,
gruplandirmayi yaparken parentezlere bagh olarak, degisir. Ornegin,

+00
DU =1—14+1 14

n=1
raksak bir seri olmasina kargm gruplandirma yapildiginda

I-D+(1-1)+(1-1)+-=0+0+40+---=0
I+(—1+D+(—-1+D)+--=140404+---==1
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bulunur.

4. Pozitif terimli yakmsak bir seri gdzoniine alalun. Bu seri ile serinin
terimlerinin yeniden diizenlenmesi ile elde edilen yeni serinin toplam egittir.
Bunu su sckilde disiiniiriiz: Pozitif terimli serinin terimlerinin sirasin keyfi
olarak degistirip elde edilen yeni serinin kismi toplamlarim yazarsak, verilen
serinin herhangi bir terimi yeni serinin kismi toplamiarindan birinde olacaktir.
Bu durumda verilen serinin herhangi bir kismi toplamu yeni serinin bir kismi
toplarmimin pargasi olur. Buna gdre verilen serinin kismi toplamlar dizisinin
Hmiti, yeni serinin kismi toplamlar dizisinin limitinden biiylik olamaz. Diger
yandan yeni serinin elemanlanmi diizenleyerek bastaki seri elde edilir.
Yukanidaki muhakemeden dolay: yeni serinin limiti verilen serimin limitinden
biiyiik olamaz. O halde iki serinin toplami esit olur.

Mutlak yakimsak bir seri ile bu serinin terimlerinin sirasint keyfi olarak
degistirerek elde edilen yeni serinin toplamlan esittir. Yukarida, 1.maddede
gosterildigi gibi, bir mutlak yakinsak seri iki pozitif yakmsak serinin farks
olarak gosterilebilir. Béylece verilen serinin terimlerinin yeniden diizenlenmesi
bu iki pozitif terimli serinin terimlerinin yeniden diizenlenmesi demektir ve
toplama bir etkileri olmaz.

Sartl! yakimsak serinin terimleri yeniden diizenlenirse herhangi bir say1ya
yakinsayan veya 1raksak olan bir seri elde edilir. Birinci halde bir geligki ortaya
¢ikar. Bunu bir drnekle daha agik olarak gdsterelim:

i 1 1 1 1, 1 1 1 1 1

l— -4 4 il 4=
273715 s TT TR T I ?
sarth yakinsak serisini gdzoniine alahm. Bu seriyi % ile carparsak
1 1t 1 1 s
—_— = _____f__ﬁ.ﬂ — —
2 4 6 8 10 2
ve buradanda
1 1 1 1 1 1 8
— 40— - +0—= —+0-=+4+---=Z
0+2+ 4—E—O—i—6+ 8+O+10+ 12-|— 3
yazariz. 11k seri ile bu son serlyi terim terim toplarsak
QIS SRS S U SR
3 3 5 7T 1o e TR

olur. Seriler aym terimlerden olugmasina ragmen toplamlari farkhidir.
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Boylece bir serinin terimlerinin yeniden diizenlenmesi ile ilgilenirken
mutlak yakinsak seriler ile sonlu toplammusg gibi islem yapacagiz. Ancak sarth
yakinsak serilerle ayn1 islemi yaparken daha dikkatli davranmaliy1z.

5. > a, serisi verilsin. Bu serinin nkismi toplammi s,, geri kalan
toplamida r, ile gosterirsek, yani

Sp =01+ ag+ -+ 0y V& Tp = Quy1 + Gpga + -
ise
§ Qn = 8+ 1y

yazilir. Burada r, ye serinin (n.terimden sonraki) kalani ad1 verilir. Eger verilen
seri yakinsak ve toplam s ise ]iT Sn = 8 ve Y a, = s dir. Bu durumda
n—T00
8= 8p +Tp
yazihr ve her iki yanin n — 4+ oc igin limiti aliirsa

lim r, =0
n——+o0

bulunur. Bunu su sekilde ifade ederiz: Yakinsak bir serinin (n.terimden sonraki)
kalant n — -+ oo igin sifirdir.

6. Bir seriye sonlu sayida terim ilave eder veya ¢ikanrsak serinin karakteri
defismez. Ancak seri yakinsak ise toplam degigir.

Alistirmalar

1. A§ag1dak1 serilerin karakterini belirtiniz.

i Zn]m il 30— iii. En(T4+1“)
iv. o VoY g vi, yoon
vii. Z%ﬁ vili. - - “;ﬂl pay e A
X. Zﬁ:% xi. 3% xit. 3 ()"
Xiii. 2(4)11 xiv. Yon(2)" XV. )

xvi. 3 ()" xvii. Zﬁ; xviil, 35( — 1)t
. —1y 1 n-1 . -1 n-1
xix. Z(T;z" XX ) (2n) T xxi. Z(—;E,—

2. Asagidaki serilerin sartl: ve mutlak yakinsakligini inceleyiniz.
3 —1)yt! . — 2 - —1)n-1
i Z%%TF L3 (-1)r i Zﬁﬁ
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%6.5. Kuvvet Serileri

Bazen degisken iceren serilerle kargilasabiliriz. Bu serilerin en kullamigh
olani kuvvet serileridir. Bu baglik altinda kuvvet serileri ile ilgili temel bilgiler
verecegiz.

6.5.1. Tanim: z bir degisken ve ¢ bir sabit olmak lizere

+co
Zan(mHC)”=ag—l—al(m—c)Jrag(:c—c)?—l—---+an($—c)“+---

n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir,

Eger bu tammda ¢ = 0 almirsa

+—o0
2 .
E anT" = ag + 1T + asx” + -+ a4 -

n=0

+o00
elde edilir. Ayrica z = c olmasi durumunda 3 an(z — ¢)" = ag almacakiir.
n=0
6.5.2. Ornek: i. 6.5.1. Tanima gore
+o0 P $2
Doy =l

]
=0 T

serisi 0 merkezli kuvvet serisidir,
il

+00

S ta-gr=(@-8)+ 537+

n=1
serisi 3 merkezli kuvvet serisidir.
Iit.
+20

Z%(w—I—S)“: (m+3)+%($+3)2+---

n=1

seriside — 3 merkezli kuvvet serisidir.
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Bir kuvvet serisi verildiginde z in yerine yazilacak her bir reel say1 i¢in bir
say1 dizisi elde edilir.  yerine yazilacak bazi reel sayilar icin elde edilen seri
yakinsak bazilart igin de waksak olacaktir. Serinin yakimsak oldugu sayilar igin
toplamm bir anlamui oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla tanim kiimesi kuvvet
serisinin yakmnsadigy biitin = lerin olugturdugu kiime olmak iizere kuvvet
serisine z in bir fonksiyonu olarak bakilabilir ve

+00
J@) = an(z—c)"
=0

olarak yazilabilir. Iste bu fonksiyonun tamm kiimesini bulma, ilgilenecegimiz
esas konudur. Bu tanim kiimesini bulma, aym zamanda, verilen kuvvet serisinin
hangi z ler i¢gin yakinsak olacagim belirlemektir. Bir kere

+o0
Fl)=) ailc—c)"=aq
n=0

oldugundan her kuvvet serisi ¢ merkezinde yakmsar. Dolayistyla ¢ merkezi
fonksiyonun tamm kiimesindedir. Asafidaki teorem bize kuvvet serisinin
yakinsadig1 noktalar hakkinda bilgi vermektedir.

+oo
6.5.3. Teorem: Zan ( — ¢)", ¢ merkezli kuvvet serisi igin agagidaki i
n=0
dnermeden biri daima dogrudur:

i. Seri sadece ¢ de yakinsaktir.

ii. Oyle bir R > 0 sayist vardurki |z — ¢| < R igin seri (mutlak) yakinsak,
|z — ¢| > R i¢in seri wraksaktr,

iii. Seri = in her degeri i¢in yakinsaktir.

6.5.4. Tammm: 6.5.3. Teoremin i. maddesindeki R sayisina kuvvet
serisinin yakinsaklik yangapi denir. Kuvvet serisinin yakmsadig: biitiin
degerlerinin olusturdugu kiimeye de yakmsaklik aralif1 adr verilir.

+00
Eger an(x —c)" kuvvet serisi sadece ¢ noktasinda yakinsak ise
g

n=0

yakmsaklik yangap: R = 0; eger = in her degeri i¢in yakinsiyorsa yakinsaklik
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yarigapt K = -+ oo alimir. Bir kuvvet serisinin yakinsaklhik yarigapim bulmak
icin, daha ¢ok, boliim kuralim veya kék kuralim kullamiriz. Hatirlanacagl gibi
serinin genel terimi u, ise

Un+1
Un

lim

n—+0oC

<1

olmasi halinde seri yakinsak olur. Kuvvet serisinde u, = a,(z — ¢)" oldufunu
biliyoruz. Buna goére

Up+1 Qi1 Upn

Un

lim

n——+0C

|z ~cj<1l=jr—-c < lim

n—+oC

< 1= lim
n—+0o0

n Gn+1

yazilir. Bu durumda yakinsakhik yaricapt R,

R= lim |—»

T—-0C

Gnt-1

olur. Benzer sekilde kok kurals kullanilarak da R yakinsakhk yarigapt,

R = lim

ﬂ—>+oo!aﬂ|1/“

formiilii ile de bulunur. Burada a,, nin kuvvet serisindeki (z — ¢)” nin katsayis
oldugunu hatirlatalim, Bu formiiller limitlerin olmast durumunda gegerlidir,

6.5.5. Ornek: Asagdaki kuvvet serilerinin yakmsaklik yarigapm bulunuz.

+00 | oo 1‘DQ( l)rL:I.Qn-H
, n . _on —1)z
i ngon.:c : ii. 1;;03(;1: 2) iil. 120—#(2“+1)!
Coziim: i. Burada a, = n! dir. O halde yakinsaklik yarigapi

m |

i
n——+o0

R= lim || =

7.
li —— == ()
n—+00 Qniy n—lbr-ir—lao| (?’1 + 1)' | 1

n+1

bulunur. R = 0 oldugundan verilen kuvvet serisi sadece z = 0 igin yakinsaktir.

ii. an, = 3 oldugundan yakinsakhk yarigapt

Qn

3
R = Tm | | = lim |§|=1

n—+00 (M1 n—+o0

olur. Buna gére verilen kuvvet serisi |z — 2| < 1 i¢in mutlak yakinsaktir.
Mutlak deperin dzelliklerinden yararlanarak — 1 <z —2<1lveyal <z <3
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olur. Demek ki verilen kuvvet serisi 1 <z < 3 sartint saglayan z ler igin -
mutlak yakmsaktir. |z — 2| > 1 i¢in verilen seri raksak olur.

-1

i, a, = éﬁlﬂ), dir. Yakinsaklik yarigap:
-1 (2 !
R= lim -2 | = (1) (n+3)]=—l—oo

oldugundan x in her degeri icin yakinsaktr.

6.5.5. Omegin ii. sikkinda verilen serinin 1 < z < 3 araligimda yakinsak,
<1l ve >3 icin de maksak olduwjunu gorditk. Ancak aralifin ug
noktalarinda yani, z =1 ve z = 3 icin verilen serinin karakterinin ne oldugu
hakkinda bir sey séylemedik. Yakinsaklik yarigapr sonlu bir sayr olan her
kuvvet serisi igin aym durumla karsilaginz.  Yakmsaklik araligimn ug
noktalarmda serinin karakterini belirlemek icin bu noktalarin her birini ayn ayr
test etmek gerckir. Serinin yakinsak oldugu noktay yakmsaklik aralifina dahil
ederiz. O halde, R yakinsaklik yarigapi olmak Uzere, yakmsakhk aralij:

¢ — R,c+ R) aralif ile serinin yakinsak oldugu u¢ noktalardan olugur. Bunun
icin asafidaki Srnegi inceleyelim:

6.5.6. Ornek: Asagidaki her bir kuvvet serisinin yakinsaklik araligin
bulunuz.

+o0 too foo
i3 3(x—2)" iy AP
n=0 n=1 n=1

Coziim: i 6.5.5. C")mekte bu serinin yakinsaklik yarigapmm R =1
oldugunu gordik. Dolaysiyla verilen kuvvet serisi 1 < z < 3 - aralifinda
mutlak yakinsaktir. Simdi u¢ noktalardaki durumu inceleyelim: z =1 igin

+oo
verilen kuvvet serisi ) 3( — 1)" geklinde alterne seri olup iraksaktir. Diger
' =0

oo \

yandan z =3 igin >3 olup waksak bir seridir. Dolayisiyla verilen kuvvet
n=0

serisinin yakinsaklik aralign 1 < z < 3 olur.

ii. an = % oldugundan yakinsaklik yarrcap

1
R= lm |-22 | = jim 1711
R—+00 Gpog n—+o0’ 1

=1
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olur. Buna gure verilen seri |z| <1 veya ~1<z <1 aralifinda mutlak

o0, o
yakinsaktir. Ug noktalardaki durumu inceleyelim: z = — 1igin > (—_T%)— alterne

n=1
serisi bulunur. Bu alterne seri yakinsaktir. Dolayisiyla = ~ 1 noktasim

+00
yakinsaklik araligina dahil edecegiz. Diger yandan x = 1 i¢in Z% harmonik
n=1
serisi clde edilir. Bilindigi gibi bu seri waksaktir. Dolaysiyla x=1 1
yakinsaklik arahfmna dahil edemeyiz. Demek ki verilen kuvvet serisinin

yakinsaklik arahgy — 1 <z < 1dir.

iii. a, = % dir. Yakmsaklik yarigaps

n . L 1)2
R= limla | = lim iq—_(n+ )

n—+00 (Iy41 n—+o0 11° 1

=1

oldugundan verilen seri |z| <1 veya —1 <z <1 igin mutlak yakinsaktir.
Arahgm ug noktalarndaki durumu inceleyelim: z = — 1 i¢in verilen seri
+oo " o
> L_n'lg—) seklinde yakinsak bir alterne seri; z =1 icin de verilen seri 2;};;
=1 n=1

seklinde yakinsak bir seri olur. Dolayistyla verilen kuvvet serisinin yakinsaklik
aralign — 1. <z < 1dir.

Asagida vereceBimiz teorem kuvvet serisi ile tanmmlanan bir fonksiyonun
nerede sirekli, tiirevienebilir ve integrallenebilir olmas: hakkindadir.

6.5.7. Teorem: Yakinsaklik yarigapn R > 0 olan
-+oc
fl@) =) anlz—c)
n=0

fonksiyonunu gézénine alalm. f(z) fonksiyonu |z —c| < R veya (¢c— R,
¢+ R) araligmmda siirekli, diferensiyellenebilir ve integrallenebilirdir. f(z)
fonksiyonunun bu araliktaki tiirevi

=) = Z?’Lan(x —c)" t=ap +2a(zr—c)+ -

n=1

ve integrali
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(z —c)?

ff(m)d$=k+ag(m—c)+a1 e

seklindedir.

f(z), kuvvet serisi ile verilen bir fonksiyon olmak iizere f (z), f'(z) ve
[ f(z)dz ile belirlenen kuvvet serilerinin yakimnsaklik yarigaplar: egittir. Ancak
yakinsakhk arahigimin ug noktalarmda farkli davranig gosterebilirler.

Alsstirmalar

1. Agagidaki her bir serinin yakmsaklik yarigapimi ve yakinsakik araliimi
bulunuz.

) . oo
iy ii. 3 Az + 2) i, 3 25 (z - 2)"
n=1 n=1 n=0
o gt & Fi s S g
1v. 2'2‘;'7'"-5.’571 V. ZW vi. zn_i_-l-lmn
n=1 n=0 n=1

2. Asapidaki kuvvet serilerinin her biri igin tirevini ve integralini
alabilecegimiz arah@ bulunuz. Bu aralkta tiirev ve integralini alimz. Elde
edilen yeni kuvvet serilerinin yakinsakhk araligim bulunuz. Bu aralig1 verilen
serinin yakinsaklik araligi ile kargilastirimiz.

(2] o

. o e o p?
i. g %; ii. z_: ﬁ%(m + 2)» iii. Z_: %:Q'CCTL
n=1 n=1 n=1

6.6. Fonksiyonlarm Kuvvet Serisine Aglmast

Hatirlanacag gibi || < 1 olmak iizere

dir. Burada a = 1, r = z alinirsa

1
—=1l4z+2>+--, |z/<1
l—=z _
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vazihr. 14z 42"+ serisi f(x) = {2; fonksiyonunu sadece (—1,1)

araliginda temsil eder. Dikkat edilmelidir ki f(x) fonksiyonu z # 1 olmak
tizere her reel sayt icin tammlidir. Difer arahklarda fonksiyon bagka serilerle
temsil edilir. Ornegin, — 1 merkezli bir kuvvet serist elde etmek i¢in

1 1 1/2 a

1=z 2-(z+1) 1-%1 1-r

vazilir. Burada a = 1/2, r = Zf1 ve |z + 1| < 2 olmak tizere

—Z (m—l—l) i1l <2

bulunur. Bu da ( — 3, 1) araliginda yakinsar. Benzer sekilde degigik merkezler
secerek degisik seriler elde ederiz.

Kuvvet serileri ile islem yaparken uyulacak kurallar asagidaki teoremde
veritmistir.

6.6.1. Teorem: f(z)=> a,z" ve g(z) =7 bz scrileri verilsin. Bu
durumda
i flkx) => apk™z™ i, f(z®) = Y a.a™

iil. £(2)£9(z) = 1 (ankby)a" iv. £(2)g(x) = (Lana™) (Sbna”)
olur.

Bu teoremdeki islemler neticesinde yakmsaklik aralig1 degisebilir. Ornegin
fz) = S a,z" ve g(z) =7 byz" fonksiyonlanm gozéniine alahim. Birinei
serinin yakinsaklik arah@ (veya f(x) fonksiyonunun tamim kiimesi) (a, b);
ikinci serinin yakisaklik aralig1 (veya g(z) fonksiyonunun tamm kiimesi) (c,
d) ise bu iki serinin toplamimn yakinsaklik araligi (veya f(z}+ g(z)
fonksiyonunun tanim kiimesi) (a, b) N (¢, d) dir.

6.5.7. Teorem ve 6.6.1. Teorem kullamlarak verilmis kuvvet serilerinden
yararlanarak yeni kuvvet serileri elde edilebilir. Bunu 6rnekle izah edelim:

6.6.2. Ornek: f(z) = ﬁm— fonksiyonunu 0 merkezli kuvvet serisine

agmz. Bu kuvvet serisinden istifade ederck g(z) = In (1 + z) fonksiyonunun 0
merkezli kuvvet serisini bulunuz.
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Ciziim: Bilindigi gibi, |z| < 1 olmak iizere

=l+z+z2+2+.-+2" 4.

11—z
seklindedir. f(z) = I-lu_z olarak -verildiginden f(—z)= & olur. 6.6.1.
Teoremin i.sikkmdan dolay, |z| < 1 olmak tizere
1 1

— =1 T3 -1V 4L
T4z 1-(-2) r+z" -+ (=12 +

yazuir,

6.5.7. Teoreme gore, — 1<z <1 arah@mda, bu son esitlikte her iki
yamn integralini ahirsak,

f az f(l—a:+x2—$3+---+(—l)“$”+---)d:c

l—l-:a::
veburadan da — 1 < z < 1 olmak iizere
$2 .’123 l.n+1
1 —p_ . . — 1y
n(l+z)=z 2+3 +{(-1) i
elde edilir.

Kuvvet serilerinin en giizel uygulamalarindan biri yaklagik hesaplamalarda
kullamlabilmesidir. Ornegin, In 1.1 ve In2 nin yaklasik olarak deZerini bulmak
igin

$2 .’L‘3 .’L'ﬂ+1
1 = 2 _ ... -n" i
h(l+z)==z 7 T3 +( )n+l+
ifadesinde = = 0.1 almarak In1.1 ve z = 1 alinarak da In2 hesaplanir. Ancak
== —1, =3 alndiginda bu esitlik kullanilarak bir sonuca ulasilamaz.

Clinkil bu acilim sadece ( — 1, 1] araligindaki z ler igin gecerlidir. Bir bagka
deyigle ~
2 . 3 n+1

x T T
} 1 — —_— — e __1?1
h(l+z)==x 2+3 +( )n+_1

—|_. -
serisi sadece ( — 1, 1] arahiginda yakinsaktir.

Asagida verecegimiz teorem verilen keyfi bir fonksiyonun kuvvet serisine
agilmas: igin bir formiil verir.
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6.6.3. Teorem: Bir f(z) fonksiyonu ¢ yi ihtiva eden bir agik arahktaki
biitiin « ler icin

f@) = anlz— o)
seklinde kuvvet serisine agilryorsa

Fe)

n!

Ap =

seklindedir. Bu durumda kuvvet serisi

f”( ) f(e)

@) =fe)+ )z —e)+ oz —e)f +- (e =) o

veya kisaca

e )—Zf oo

seklini alir.

6.6.4. Tamm: Eger f(z) fonksiyonunun z = ¢ de her mertebebeden tiirevi
varsa
4
! ( )(m —e)l e+

fle) + fie)(z —c) +

()
TICIR

serisine f(z) fonksiyonunun ¢ deki Taylor serisi denir. Efer ¢ = 0 alinirsa bu

seriye f(x) fonksiyonunun Maclaurin serisi ad: verilir.

Dikkat edilirse, tanimda

f"( )

( )2+ s f(n)( )( c)n

f(z) = fle)+ fllefz —~ o) +
(yani fonksiyon egittir seri) yazmadlk Ciinkii, ifade bize biraz sasirticl
gelecektir ama, bu Taylor serisinin f (z) fonksiyonuna yakinsadifim garanti
edemiyoruz. Dikkat etmek gerekir ki, 6.6.3. Teorem bize sunu sdyliyor: Bir
kuvvet serisi f(z) fonksiyonuna yakinsiyorsa o kuvvet serisi Taylor serisidir.
Bu teorem, katsayilan f(z) fonksiyonunun tirevi ile belirlenen, Taylor
serisinin f(z) e yakinsamast ile ilgili hig bir sey s6ylemiyor.

n.dereceden
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p(z) =bo+brr 4 -+ baz”

polinomunu gdzdnine alalm. Bu polinomu (z ~ ¢} nn kuvvetleri cinsinden
yazmak istersek, z == (z — ¢) -+ ¢ esitligini kullanarak :

p(z) =ap+ar{z — )+ +an(z —c)"
elde edilir. Burada ap = ﬂ;fﬂ (0 < k < n) dir. Boylece

M) T p®
@) = pe) + P (@ — ) oo+ oD = 3 P gyt
! k=0

(
k!

yazilir. Bu ifadede p(xz) polinomu yerine, z = ¢ noktasiu kapsayan bir aralikta
tantml ve bu noktada (n + 1).mertebeye kadar tirevleri stirekli, keyfi bir f(z)
fonksiyonu alirsak bu esitligin saglanamayacagm goriirliz. Bu durumda

o) =3 - o = )
yazlir. Yani

) =3 T e+ o
olur. Hatta daha kisa olarak

7 (k)
Py =31 — o
k=0

k!

alinrsa f(z) = Pu(z) + Ro(x) yazilr. f(z) = Po(z) + Ru(z) ifadesine f(z)
fonksiyonunun z = ¢ noktasi civarmdaki Taylor formiilii denir. Burada Pp(z) e
Taylor polinomu adi verili. Omegin, bir f fonksiyonuna (zo, f(zo))
noktasindan gizilen tegetin denklemi olan Pi(z) = f(zo) + f'(zo}{z — a) bir
Taylor polinomudur. f(z) = P,(z) + Rn(x) ifadesindeki R,(z) e de Taylor
kalant adh verilir. R, () Taylor kalam, z, « ile ¢ arasmda olmak iizere:

_ f('n+1) (z)

__. (n+ 1)| C)n+1

Ra(z) (z—
seklinde yazilir. Bu, R,,(z) kalam i¢in Lagrange formiilti olarak bilinir.

Asagidaki teorem f(z) in Taylor serisinin ne zaman f(z) e yakmsayacag:
hakkinda bilgi vermektedir.
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6.6.5. Teorem: f fonksiyonu ¢ merkezli bir agk aralikta her mertebeden
tiireve sahip olsun. Bu durumda

39 rln) (.
=3 ey
n=0 )

7

olmasi igin gerek ve yeter sart Iirf R, (z) = 0 olmasidir.
oo

n—

Ispat: Taylor serisinin kismi toplamn P,(z) dir. f(z) = P.(x) + R, (x)
ifadesinden
Jim P@) = lim (£(2) ~ Ra(@)) = /() — lim R0

yazilir. Boylece Taylor serisinin f(z)e yakinsamasi igin gerek ve yeter sart
Iixr Ry(x) = 0 olmasidur.
n—+20

6.6.6. Ornek: Asagidaki her bir fonksiyonu (Maclaurin serisine) = = 0
civarinda Taylor serisine agimiz. Bu serilerin yakinsaklik araligim1 bulunuz.
Serinin verilen fonksiyona yakmsayip yakinsamadigmi arastirimiz.

i f(r)=snzx il. f(z) =cosz iii. f(z)=¢€*

Cozitm: £

f{z) =sinz, flOy=0
fi(z) =coszx fo)=1
ffz)= —sinz  f'(0)=0
f(x)y= —cosz f"(0)= —1

oldugundan f(x) = sinz fonksiyommun Maclaurin serisi

333 3:5 .’L‘T ﬂ,1.271,4&1

T = g (1)

TR o

(2n+1)

olur. Bu serinin yakmsaklik arahginn — co < z < + oo oldugu gériilir. z, 0
ile x arasmnda bir say1 olmak tizere kalan terim

_ f(n+l)(z) n+1
By(z) = ) ®
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seklindedir. Burada [f0"*V(z)| = |cosz| veya |[f0**V(z)| = |sinz| dir. Bu
durumda

if(”““)(Z)Il < e

0 < |Rn{z)| = mE1) St

ifadesinden hm Rn( ) =0 dir. Dolayisiyla bulunan Maclaurin serisi her z

19111 flx) =sinz fonk51yonuna yakinsar ve

‘ I T Lz
sm:c~—:c—§+-§-—ﬁ+---+(—~l) m-l—
yazilir.
il
f(z) = cosz, f0) =1
flzy= —sinz  f(0)=0
f(z)= —~cosz f"(0) =
(0) =0

F (;E) — sinx fm

oldugundan f(z) = cos z fonksiyonunun Maclaurin serisi

6 2n

olur. Bu serinin yakmsaklik arahgmin — oo < z < + oo oldugu goriiliir. z, 0
ile  arasmda bir say: olmak {izere kalan terim

FO(E) n
CES

seklindedir. Burada [f0")(z)| = |cosz| veya |f(+1)(2)| =|sinz] dir. Bu
durumda her n pozitif tam sayist igin

If (n+1) (Z || |n+1 < |m|n+1
(n+1)! ~ (n+1)!

ifadesinden Iigl R,(z) =0 dir. Dolayisiyla bulunan Maclaurin serisi her x
n——T0o0

Ra(x) =

0 < [Rn(z)| =

icin f(z) = cos z fonksiyonuna yakinsar ve
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$2 $4 $6 x?n

cosz=1-FZrt gt (g

TR o

yaziir.

iii, Bilindigi gibi f(z) = e® ise f™(z) = e° dir. Buna gore f(z) = ¢*
fonksiyonunun Maclaurin serisi
) z?2  z® z"
MEA TR T R e T
olur. Bu seri her z igin yakinsakiwr. z, 0 ile z arasinda bir say1 olmak iizere
kalan terim

Foz) L A
Bn(2) = (n+ 1) o = (n+ 1)!m "

seklindedir. 0 < z ise e* < e® olur. Bu durumda her pozitif n tam saysi igin
e’ +1
0 = "
< Bnfz) (n + 1)!1.
ifadesinden HT Ra(z) =0 dir. 2 <0 ise 2<0 ve ¢* <e®=1 olur. Bu
R—100

durumda da her z i¢in

$n+1
o<1l =| 5]
<l = |
ifadesinden 1ir4r_1 Rn{z) = 0 bulunur. Dolayisiyla bulunan Maclaurin serisi her
T i¢in
$2 P
=14+ +—+... 4+ ...
2! n!

yazilir.

Asagrdaki omek, bir f(z) fonksiyonu ile elde edilen Taylor serisinin
yakmsadid: fonksiyonun f(z) olmas: gerekmedigi ile ilgilidir.

6.6.7. Ornek: f(z) fonksiyonu

_Jle#, zH#0
f(w)—{ o o7l
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* olarak veriliyor. Bu fonksiyonun z = 0 mnoktasi civarindaki Taylor serisini
bulunuz. Bu Taylor serisi hangi noktalarda yaknsar? Yakinsadig: bu noktalarda
toplam f(z) fonksiyonu mudur?

Céziim: Tirevin tanimim kullanarak

f@ = FO) _ e o
z-—10 0 T

f/(0) = lim

z—0
bulunur, Bu sekilde devam edersek
F0) =0, n=0,1,2,..
oldugu goriiliir. Boylece f(z) fonksiyonunun Maclaurin serisi

0.z 0.z°
0+ Tl + = + -
olur. Bu seride z in yerine yazilacak her sayi igin toplam sifirdir. Béylece f(z)
fonksiyonunun Maclaurin serisi her z igin yakinsaktir. Diger yandan f(z)
fonksiyonumun her dereceden Taylor polinomu FPp(z) == 0 oldufu dikkate
alinirsa, Taylor formiiliinden

f(z) =0+ Ru(z)
yazilir. Buradan

Jm Ra(z) = f(z)

elde edilir. f(x) fonksiyonu sadece z = 0 igin sifir oldugundan elde edilen
Maclaurin serisi sadece z = 0 noktasinda f(z) fonksiyonuna yakinsar.

Dolayisiyla bir fonksiyonun kendi Taylor serisine yakinsamasi o
fonksiyona bir aynicalik vermektedir. Buna gére gu tammu verebiliriz:

6.6.8. Tamam: f(z) fonksiyonu bir noktanm komgulugunda yakinsak bir
Taylor serisine agilabilirse bu fonksiyona o noktada amalitik fonksiyon denir.
Bir agik araligm her noktasmda analitik olan fonksiyona o aralikta analitik
fonksiyon ad: verilir.

Bu tamma gore 6.6.7. Ornekteki f(z) fonksiyonu z =0 noktasinda
analitik degildir.
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Bazi fonksiyonlarin Maclaurin agilimlar asagida verilmistir:

Muaclaurin serisi

pinrl

. 3 3 T
s1nx=x—%+%—%+'--+(—1)”(2n—+1)‘_+---

k) 1 6 n
cosz=1-yr+g-—Gt-+{(-D"Gy+~

ta

f=ltr+ L4+ 54

al

.’TJ"+1

Yakinsaklik aralig:

— << o0

—o<r< 4o

—x<r<

(l+z)=z—5+& - & . (=127 ~l<z<1

arctana::m—j’g+%5*%T“+-'°+(—1)"§::+--- —-1<z<1
. il 2n+1

arcsm.r:m+%+12'i'_’5+---+[2%!’));52:T:F-1—)+--- —1<z<1

Bunlardan bagka, & bir reel say1 olmak iizere binom serisi denen

t—1 o(k — 1)+ (J —
(1+$)k=1+km+k—('l"2—'—)$2+...+'z”(;” 1) n(*k n+l)

+ ‘e
seklinde seri ile de karsilasilir. Eger k pozitif bir tamsay1 ise bu seri bildigimiz
binom agilimina déniisiir. Bu serinin yakinsakhk yarigapt R = 1 dir. Aralhigin

uclarinda serinin karakterinin ne oldugu & nin degerine baghdir.

6.6.9. Ornek: i f(z) = ﬁ fonksiyonunun binom serisini bulunuz.

Coziim: 7113? = (1 + z)71/2 oldugundan,

1, (4=
-1/2 _q_ = 2 2 2 :5;_Jr
(1+x) 1 2a:+ o1 z7 - 3 T
__+(-%)(—%—1)(—57;2)---(_%—n+1)wn+“
113, 2130 (2n—1)
=logetgys - U e

elde edilir.
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il. f(x) fonksiyonu

o= {121

olmak lizere fo z)dx integralini hesaplayimz.

Coziim: fi(z) = 982 jlkeli olmayan bir fonksiyondur. Yani, bu
fonksiyonun belirsiz integrali yoktur. Dolayisiyla bildigimiz yolla verilen
fo x)dz integralini hesaplayamayiz. Ancak, seriler yardimiyla bu integralin

yak1a§1k olarak hesaplanabilecegini gorecefiz. Boylece kuvvet serilerinin
faydasini bir kez daha gozler éniine sermis olacagiz. [0, 1] arahiginda

K]
sinz _ 2—§+- z?
1 1 -
@)= : o
oldugundan,
[ 1 72
f(:c)d:c=/ﬂ (1— E + o )ds
=(z—— + o
=1- 0.05556 + -
~z 0.9444
clde edilir.
Alistirmalar

] o0
1.5 apz™ ve > byz™ serilerinin toplami

n=1 n=1
Zan:c + Zb ot = Z On -+ bp)z™
n=1

olarak tamumlanir. Buna gore
s B B 2l

L (D e
regtem t TtV st

ve
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serilerinin toplammi bulunuz.

2. Asagidaki fonksiyonlan kargisinda verilen noktada Taylor serisine aginiz.

Lfz)=hh{z+1),z=1 i f(z)=¢",2=2
iii. f(z) =sinz, r=7% v. fz) =1, 2= —1
v.flz)=e", 2= -2 viiflz)=2*+1,2=5

oC [s'=]
3. f(z) =3 anz® ise f(z*) =>.a,(z*)" oldugunu biliyoruz. Buna gore
n=1 n=1

f(z) = €* fonksiyonunun z = 0 civarindaki Taylor serisini bulunuz.
4. Agagidaki fonksiyonlan binom serisine aginz.
i flz)=+/1+z il flz)=V1+= ii. f{z)=(1+z)"!

5. fUl sin z°dz integralini yaklagik olarak hesaplayiniz.



